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SUMÁRIO 
A finalidade deste trabalho é analisar grelhas com 
elementos de eixo curvo e secçao variável usando métodos ma-
triciais, através do computador. 
O programa segue basicamente a orientação de Gere 
e Weaver e desenvolve-se também outro programa para calcular 
linhas de influência em vigas curvas com elementos circulares, 
com apoios elásticos. 
Desenvolvem-se os conceitos teóricos e a adaptação 
do programa ao caso de elementos curvos de inércia variável , 
nos primeiros capítulos, e em seguida, apresenta-se a listagem 
dos programas em linguagem FORTRAN e resolvem-se alguns proble 
mas práticos com a aplicação de ambos. 
ABSTRACT 
In the present thesis plane grids with curved 
members of uniform and non-uniform cross-sections are 
analysed using matrix techniques. 
1 
1 
An available program proposed by Gere and Wea~ 
ver has been extended to analyse them. 
1 
The author develops a second program for thé 
determination of influence lines in curveci beams compo-
sed of circular segments, with elastic suports. 
In the first part of the thesis the theory 
of curved members with variable cross-section is review-
ed. 
In the second part FORTRAN listings of the 
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INTRODUÇÃO 
A aplicação dos computadores ao cálculo matricial de 
estruturas é hoje, sem sombra de dúvidas, uma arma poderosíssi-
ma para os estudiosos, que está permitindo o tratamento de mui-
tos problemas, antes praticamente inabordáveis, ao mesmo tempo 
em que se constitue num requisito indispensável ao analista de 
projetos, em termos de competição. 
O desenvolvimento verificado nesta área de utiliza-
çao do computador se fêz tão rapidamente que o estágio atual do 
encaminhamento do problema parece estar voltado para as técni -
cas deJ otimização dos programas já existentes, quer em termos 
de tempo de processamento, quer em relação ao melhor aproveita-
mento da memória. 
Se bem que já existam inúmeros programas aplicados a 
estruturas constituidas por barras, ainda se nota uma certa de-
ficiência em relação à solução de problemas práticos em que ap~ 
recem diversos tipos de concepções estruturais com elementos 
curvos, ora para atender a exigências de formas arquitetõnicas 
modernas, ora por imposição de projeto de pontes e viadutos, p~ 
ra atender ao próprio traçado geométrico de rodovias. 
Neste-Último caso, além da necessidade de automati-
zar o cálculo para barras com secção cheia, impõe-se, atualmen 
te, o estudo das peças prismáticas laminares, as quais, em fun 
çao do próprio campo de aplicação, carecem de programas que se 
tornem economicamente viáveis no tratamento dos efeitos da car 
ga móvel. 
Com base nestas considerações, despertamos, então, 
a nossa atenção para orientar o nosso trabalho de Tese de Mes-
trado ao estudo das grelhas possuindo elementos com eixo curvo 
e secçao variável, extendendo, ainda, as conclusões da formula 
ção teórica à automatização do cálculo de linhas de influência 
em vigas curvas constituidas por barrasc circulares. 
A montagem do programa seguiu a estruturação encon-
trada em Gere e Weaver e obedeceu a uma orientação que se en-
contra num trabalho do professor Lobo Carneiro para devida a-
daptação ao caso de estruturas com elementos curvos de secção 
variável. 
Em relação ao programa geral para barras retas e de 
secçao constante, aparece, neste caso, um acréscimo substan-
cial de trabalho traduzido, principalmente, em tarefas deres~ 
lução de grande número de integrais simples, porém de tratamen 
to bastante laborioso. 
-Esta dificuldade e, em parte, superada pela recorren 
eia aos processos de integração numérica, com auxílio do compu-
tador, que têm fornecido resultados práticos muito bons para e~ 
truturas em barras, com a grande vantagem de possibilitar que 
tanto a curvatura como a variação da secção transversal 
inteiramente arbitrárias. 
sejam 
Durante o desenvolvimento do trabalho, atentamos pa-
ra o fato de que na maioria dos casos práticos de ocorrência 
deste tipo de estrutura aparecem, com destaque, elementos de ei 
xo circular e inércia constante. 
Resolvemos, então, dedicar algum tempo do desenvolvi 
mente teórico para explicitar muitas integrais comuns ao estudo 
deste elemento, evitando o trabalho de integração numérica no 
computador e melhorando, consequentemente, o tempo de processa-
mento para este caso. 
Julgamos, com isto, ter dado uma pequena contribui-
çao ao estudo deste elemento em particular, ao mesmo tempo em 
que esperamos que o presente trabalho desperte interesse para a 
análise de outros tipos de estruturas correlatas. 
1.1 - INTRODUÇÃO 
CAPfTULO I 
MfTODOS DA FLEXIBILIDADE OU DAS 
FORÇAS E DA RIGIDEZ OU DOS DES 
LOCAMENTOS. BASES TEÕRICAS 
1. 
Para proceder à análise de uma dada estrutura, tere-
mos inicialmente que escolher, entre o Método da Flexibilidade 
e o Método da Rigidez, aquele que mais convier a técnica de que 
dispusermos para a determinação das incógnitas do problema. 
Estes dois métodos sao distintos, no que se refere à 
sua origem, pois se baseiam em conceitos físicos diferentes, co 
mo será visto na descrição de cada um deles separadamente. 
No entanto, sao inteiramente análogos em relação -a 
sua formulação matemática, conforme se depreende da simples ob-
servação das equações gerais que regem cada um deles, pois em 
2. 
ambos estas sao instituidas com base no Princípio da Superposi-
çao. 
Para garantir a validade deste Princípio pressupomos 
que estamos tratando de uma estrutura linearmente elástica 
portanto sejam cumpridos os tres requisitos fundamentais: 
e 
a) O material da estrutura obedece à Lei de Hooke. 
b) Os deslocamentos da estrutura são pequenos, sendo 
lícito considerar, em lugar das dimensões totais 
na estrutura deformada, aquelas existentes na mes 
ma, na posição original. 
c) ·o raio de curvatura de. cada elemento::deveeser- gra~ 
.de em presença•das·dimensões das'secções transver 
sais. 
A análise se completa, em qualquer um dos dois méto-
dos, com o auxílio das Equações Gerais da Estática, Equações de 
Compatibilidade, relacionadas com a manutenção da geometria dos 
vínculos da estrutura, e Relações entre Ações e Deslocamentos, 
baseadas na Lei de Hooke e expressas através dos Coeficientes 
de Rigidez e Flexibilidade. 
3 . 
1.2 - MfTODO DA FLEXIBILIDADE 
Ao abordar a solução de uma estrutura qualquer com a 
utilização deste método, a nossa preocupação inicial é determi-
nar o número total de componentes em que é possível desdobrar 
as reaçoes oferecidas por todos os vínculos existentes na mes-
ma. 
O número excedente destas componentes, em relação ao 
número disponível de Equações da Estática, para o tipo de estr~ 
tura em análise, representa o grau de indeterminação estática 
ou grau de hiperestaticidade da mesma. 
O caminho a seguir consiste em liberar vínculos ou 
introduzir cortes na estrutura em número suficiente para que se 
obtenha uma estrutura isostática onde figuram, nas direções dos 
vínculos liberados, as reações intrínsecas correspondentes e 
que são as incógnitas do problema. 
A estrutura assim obtida denomina-se Sistema Princi-
pal e como os vínculos a serem liberados são escolhidos arbi -
trariamente, segue-se que a sua determinação não é única. 
Finalmente, para completar a análise, instituímos as 
Equações de Compatibilidade, inerentes à conformação geométrica 
4. 
dos vínculos na estrutura original. 
O numero total de equaçoes é igual ao grau de indete~ 
minação estática da estrutura e representando-o genericamente 
por~' obteremos um sistema como se segue, no caso de não haver 
deslocamentos de apoio: 
F21Ql + F22Q2 + F23Q3 + + F2nQn + DL2 = O 
F31Ql + F32Q2 + F33Q3 + ••• + F3nQn + DL3 = O 
F lQl + F 2Q2 + F 3Q3 + •.• + F Q + DL = O n n n nn n n 
(1.2.1) 
Ou, em notação matricial, 
onde 
[F] {Q} + {DL} = . {O} (1.2.2) 
[F] é a matriz de flexibilidade do Sistema Princi-
pal escolhido. 
{Q} e o vetor que contém os hiperestáticos a deter 
minar. 
{DL} é o vetor dos deslocamentos produzidos pelas 
cargas atuantes na estrutura, na direção dos 
hiperestáticos. 
O cálculo de qualquer coeficiente de flexibilidade é 
5 • 
feito com a utilização da expressao obtida do Princípio dos Tra-
balhos Virtuais. 
No caso particular de elementos curvos 
com carregamento vertical, temos: 
horizontais 
1{
M .M • 
r. . x,i x,J + 
i ,J Gix 
M • M • 
y,i Y,J + 
EIY 
N . N • z,i z,J 
GAz 
(1.2.3) 
onde: M x,i e M X, j sao o momento torsor genérico numa dire-
çao X devido respectivamente a aplicação 
de um esforço unitário nas direções i e 
j . 
M y,i e 
M y ,j sao o momento fletor genérico numa 
dire-
çao y devido respectivamente a aplicação 
de um esforço unitário nas direções i e 
j . 
N z,i e N z,j sao o esforço cortante genérico numa di-
reçao z devido respectivamente a aplica-
çao de um esforço unitário nas direções 
i e j . 
EI e GI sao, respectivamente, a rigidez a flexão y X 
e a torção do elemento. 
A 
~ 
cortante, paralela ei-z e a area para ao 
XO z. 
6. 
Desprezando as deformações provenientes do cortante, 
por serem muito pequenas, ficaremos com: 
F .. 
l., J 
M .M • 
y,i Y,J 
EI y 
(1. 2. 4) 
De maneira análoga, determinam-se os deslocamentos 
devidos as cargas. 
1.3 - MtTODO DA RIGIDEZ 
O procedimento inicial, para analisar uma estrutura 
com a utilização deste método, consiste em verificar o numero -
total de deslocamentos desconhecidos de nós da estrutura. 
Este numero de deslocamentos incógnitos do problema 
representa o grau de indeterminação cinemática ou número de 
graus de liberdade da estrutura. 
O caminho a seguir consiste em bloquear os nos da 
estrutura a todos os deslocamentos possíveis e obter as Cargas 
Combinadas nos Nós, somando algebricamente aquelas diretamente 
aplicadas nos mesmos com as provenientes das ações de engasta -
mente perfeito das barras que neles concorrem. 
7 • 
A estrutura resultante do bloqueio dos nos a todos 
os deslocamentos possíveis constitue o Sistema Principal deste 
método, que é Único, justificando, assim, a escolha do mesmo p~ 
ra a programação automática em computadores. 
Enquanto no método anterior efetuávamos cortes e em 
seguida restituíamos a geometria dos vínculos originais estabe-
lecendo Equações de Compatibilidade, aqui, após bloquear os nós 
restituimos a configuração de deformabilidade na estrutura real 
estabelecendo Equações de Equilíbrio dos Nós, onde figuram, co-
mo incógnitas, os deslocamentos livres. 
Ficaremos com um sistema de equaçoes como se segue: 
811D1 + 812D2 + 813D3 + ••• + 8 1nDn = AC1 
821Dl + 822D2 + 823D3 + ••• + 82nDn = AC2 
831Dl + 832D2 + S33D3 + ••• + 8 3nDn = AC 3 
(1.3.1) 
Ou, em notação matricial, 
[s] {D} = . {AC} (1.3.2) 
onde: 
8. 




respondente aos deslocamentos passiveis. 
e o vetor dos deslocamentos incógnitos. 
é o vetor das ações combinadas nos nós, asso -
ciadas aos deslocamentos desconhecidos. 
f interessante observar que este procedimento conduz 
a uma equaçao matricial referida aos nós da estrutura e que, po~ 
tanto, calculados os coeficientes de rigidez dos mesmos por soma 
das contribuições daqueles correspondentes às barras que concor-
rem em cada um deles e obtidas as Cargas Combinadas nos Nós, po-
demos, daí por diante, abstrairmo-nos da forma e disposição dos 
elementos na estrutura e passar a raciocinar unicamente em ter-
mos de nós. 
CAPfTULO II 
FORMULAÇÃO DO MÉTODO DOS DESLOCAMENTOS 
ADAPTADA Ã PROGRAMAÇÃO AUTOMÁTICA 
2.1 - INTRODUÇÃO 
9 • 
Conforme vimos anteriormente, ao utilizar o Método da 
Rigidez obtemos uma equaçao matricial referida aos nós da estru-
tura,donde a necessidade de fixarmos inicialmente um Sistema de 
Coordenadas Global em relação ao qual teremos que referenciar 
todos os pontos nodais. 
A fim de transmitir a cada nó da estrutura o efeito e 
quivalente das cargas e da rigidez dos elementos que nele concor 
rem, faz-se necessário, também, o estudo isolado de cada elemen-
to em particular, para os quais se adota um Sistema de Coordena-
das Local, orientado de acordo com uma numeração dos nós que se 
situam nas suas extremidades. 
Ainda no caso de elementos curvos, como a orientação 
dos esforços seccionais, em relação ao Sistema Local, varia com 
10. 
a posição da secçao, teremos que utilizar mais um sistema de ei 
xos para cada secção transversal considerada. 
A partir dos próximos parágrafos, veremos o uso e a 
importância dos diversos sistemas de coordenadas, visando a pro 
gramação automática. 
2.2 - SISTEMAS DE REFERfNCIA 
A escolha do Sistema Global pode ser qualquer, reca-
indo normalmente sobre aquele que se tornar mais conveniente p~ 
ra facilitar os dados referentes às coordenadas de nós, como se 





Fig. 2.2.1 - Sistema global com numeraçao dos nos e dos elemen-
tos. 
Para proceder à determinação automática do Sistema Lo 
cal, no interior do programa, fornecemos informações a respeito 
de quais os nós esquerdo e direito de cada elemento da estrutura. 
Definido o nó esquerdo J e o direito K, fica perfeit~ 
mente determinado o sistema, orientando-se sempre XM positivo de 
J para K. 
12. 
A numeraçao local das açoes e deslocamentos nas extre 
midades dos elementos obedece à esquematização da fig. 2.2.2, p~ 





Fig. 2.2.2 - Sistema local para elementos retos com numeraçao 
das ações e deslocamentos. 
13. 
No caso de barras curvas, a determinação do Sistema 
Local e idêntica à anterior, porém as ações nas extremidades do 
elemento não correspondem às direções de momento fletor e tor -
sor, havendo a necessidade de projetá-las naquelas direções 
posteriormente. 
O uso das mesmas direções para açoes e deslocamentos 
nas extremidades do elemento, seja êle reto ou curvo, no Siste-
ma Local, tem por finalidade permitir que a decomposição destas 
ações e deslocamentos, deste sistema para o global ou vice-ver-
sa, seja obtida de maneira inteiramente análoga conforme fica-
rá esclarecido com o conceito de matriz de rotação. 
mente. 





Fig.2.2.3 - Sistema local para elementos curvos com numeraçao 
das ações e deslocamentos. 
14. 
Definido o Sistema Local, conforme já ficou esclareci 
do, precisamos ainda, no elemento curvo,de um sistema para cada 
secção genérica no interior do mesmo, como se vê na Fig. 2.2.4. 
Para localizar este sistema de eixos na secçao, toma-
mos YS normal a curva e dirigido para fora; ficando XS tangente 
a mesma. 
Fica definido o ângulo$ como aquele que se obtém com 
origem na direção positiva de XM quando se caminha desta para a-








Fig. 2.2.4 - Sistema de eixos da secçao para barras com concavi-
dade direta. 
15. 
De acordo com esta.orientação, o ângulo$ da Fig ...• 
~ 
2.2.4 e do 19 quadrante. 
Na Fig. 2.2.5 mostramos uma barra de concavidade in-
vertida e com$ do 29 quadrante, sendo interessante notar, tam-






Fig. 2.2.5 - Sistema de eixos da secçao para barras com concavi-
dade invertida. 
16. 
2.3 - TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 
Como no decorrer da análise de uma estrutura qualquer 
precisamos decompor ações e deslocamentos das extremidades dos e 
lementos, onde estão referidos ao sistema local, para ações e 
deslocamentos nos nós, onde estão referidos ao sistema global, 
ou vice-versa, faz-se necessário adotar um procedimento geral 
que permita tais transformações de coordenadas. 
Para isto, consideremos o caso mais geral de uma açao 
A, no espaço, projetada sobre dois sistemas de coordenadas X, Y, 
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Fig. 2.3 1 - Rotação de eixos no espaço. 
Fixemo-nos no sistema X,Y, Z e chamemos os co-senos 
diretores de XM de Àll' À12 e À13 , os de YM de À21 ,À 22 e À23 e 







Sabemos que a projeção do vetor A, sobre uma dire -
çao qualquer XM, YM ou ZM é igual à soma das projeções de suas 
componentes Ax, Ay e Az sobre a mesma direção. 
Portanto, podemos escrever: 
18. 
AMX = "11 A + "12 A + "13 A X y z 
AM = "21 Ax + "22 A + "23 A y y z 
AM = À 31 A + "32 A + "3 3 A z X y z 
Ou ainda, 
AMX "11 À 12 "13 A X 
{AM} = = 
AM À21 À 2 2 À 2 3 A y y 
AM À31 À 3 2 À 3 3 A z z 
e 
.{AM} = [R] {A} (2 .3 .1) 
A matriz [R] assim definida denomina-se Matriz de Ro-
tação. 
Quando repetimos o raciocínio anterior para passar do 
sistema XM, YM, ZM, para X, Y, Z, obtemos: 
. {A} = [R] T {AM} (2.3.2) 
Por outro lado, da equaçao 2.3.1 temos: 
. {A} = [R]-l {AM} (2.3.3) 
e, comparando 2.3.2 com 2.3.3, vem: 
19. 
ou seja, a Matriz de Rotação e ortogonal. 
As expressoes anteriores, obtidas em termos de açoes, 
sao válidas para os deslocamentos, tendo-se, analogamente, 
e 
. {DM} = [R] {D} 
{D} = [R] T { DM} 
2.4 - RIGIDEZ DE ELEMENTOS DE GRELHA 
(2.3.4) 
(2.3.5) 
A matriz de rigidez de um elemento de uma estrutura 
qualquer reúne, ordenadamente, os coeficientes de rigidez rela-
tivos aos graus de liberdade dos nós do elemento. 
Da discussão precedente, em torno da necessidade de 
transformação de coordenadas, para ações e deslocamentos quais-
quer, de um sistema de eixos para outro, torna-se evidente que 
esta matriz necessita de uma formulação relativa aos eixos lo-
cais e outra relativa ao sistema global da estrutura. 
Para o caso de elementos de grelha, retos e de sec -





o lfEiy simétrica L 
o 5Eiy 12Eiy 
L2 Ll 
[SM] = Gix Gix --y- o o ---y;-
o 2Eiy _ 6Eiy o lfEiy L L2 L 
o 6Eiy 12Eiy o 6Eiy 12Eiy 
L2 Li L2 Li 
É conveniente e Útil em diversas aplicações a divisão 
da matriz [SM] em submatrizes, conforme abaixo esquematizado: 
[SM] = 
Cada submatriz encerra açoes na extremidade correspo~ 
dente ao primeiro sub-Índice, devido a deslocamentos na extremi-
dade correspondente ao segundo. 
Assim, as submatrizes [sM] JK e [sM] KJ sao transpostas 
uma da outra e contêm açoes numa extremidade para deslocamentos 
unitários na outra. 
21. 
Vejamos, agora, como obter a matriz de rigidez do e-
lemento, que chamaremos [SMD], referida ao sistema global, a pa~ 
tir da matriz [sMJ, referida aos eixos locais. 
Temos que a equaçao que relaciona açoes e deslocamen-
tos no sistema local é dada por 
{AM} = [SM] { DM} (2.4.1) 
e da mesma forma, para o sistema global, 
{A} = [SMD] {D} (2.4.2) 
Podemos escrever (2.4.1) na forma: 
; 
AMJ SMJJ ' SMJK DMJ 1 
= - .. - ,1, (2.4.3) -----~-----' 
AMK SMKJ 1 SMKK DMK 
Mas, da equaçao 2.3.1, 
. {AM} = [R] . {A} 
e, portanto, substituindo em 2.4.3, vem: 
22. 
SMJJ j SMJK 
' = 
_____ T _____ _ 
SMKJ : SMKK 
1 
Esta equação pode também ser escrita na forma: 
~-L'.j AJ ['"JJ ! SMJK] [;--:--~] l ~~ f = ;~:;-t-;~:: O : R AK 
onde [~-l-~J = [RT] O , R 
é a matriz de Rotação Transformada. 
Temos,então: 
e, pre-multiplicando ambos os membros por [RT]-l , vem: 
. {A} = [~]-l [SM] [~] . {D} 
Como a matriz [RT] também é ortogonal, temos: 
23. 
e comparando com 2.4.2, segue-se que: 
(2.4.4) 
A matriz de rigidez do elemento, escrita desta forma, 
em termos de eixos globais, será utilizada na construção da ma-
triz global da estrutura, onde a rigidez de cada nó é obtida por 
soma das contribuições de rigidez dos elementos que nele concor-
rem. 
3.1 - INTRODUÇÃO 
CAPITULO III 
MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS 
CURVOS COM INfRCIA VARIÁVEL 
Para barras retas de secçao constante, determinam-se, 
usualmente, os termos da matriz de rigidez imprimindo deslocame~ 
tos unitários em cada direção e calculando diretamente os esfor-
ços correspondentes despertados. 
No caso de elementos curvos, porém, é preferível ob-
ter primeiramente a matriz de flexibilidade correspondente a uma 
extremidade do elemento,utilizando a expressao 1.2.4 e em segui-
da obter a matriz de rigidez desta extremidade por inversão da 
primeira. 
Este procedimento é válido já que as duas matrizes 
correspondem ao mesmo grupo de ações e deslocamentos. 
Ver-se-á mais adiante que toda a matriz [sM] pode ser 
2 6. ~6 
construida a partir da 
midades do elemento. 
SUbmatriz correspondente a uma das extre 
Para calcular coeficientes de flexibilidade usando 
1.2.4, é de se prever que para casos especiais de variação de 
secçao transversal e de curvatura da barra a integração se trans 
forme em tarefa bastante enfadonha e laboriosa. 
O uso do computador, no entanto, permitiu superares-
ta dificuldade, recorrendo aos processos de integração numérica 
que têm fornecido resultados práticos bastante satisfatórios em 
problemas dessa natureza. 
Desta forma, o trabalho de integração fica reduzido 
ao uso de sub-rotinas como a QSF utilizada neste programa e as-
sim ficamos com a possibilidade de analisar elementos com qual -
quer tipo de curvatura e de variação de secção transversal. 
Como a integração no computadorGdemanda tempo de pro-
cessamento, resolvemos explicitar as integrais para barras circu 
lares. 
Mesmo para este caso particular, as integrações cons-





3.2 - MATRIZ DE FLEXIBILIDADE PARA ELEMENTOS CURVOS 
Seja a barra curva da Fig. 3.2.1, para a qual quere-
mos construir a matriz de flexibilidade da extremidade direita, 
ou seja, consideraremos a barra com o nó esquerdo bloqueado e o 






Fig. 3.2.1 - Elemento curvo com a extremidade direita liberada. 
2 8. 
A matriz de flexibilidade da extremidade K é da for-
ma: 
FM44 FM45 FM46 
[FMKK] = FM54 FM55 FM56 
FM64 FM65 FM66 
Em virtude da simetria, só existem seis coeficientes 
independentes nesta matriz. 
Teremos, então, que calcular deslocamentos nas dire-
çoes 4, 5 e 6 para ações unitárias aplicadas em cada uma destas 
direções.;. 
Para usar 1. 2. 4, precisamos conhecer o momento c·fle-
tor My e o torsor Mx numa secção genérica, decorrentes da apli-
cação de ações unitárias nas direções 4,5 e 6. 
Para isto, observemos a Fig. 3.2.2 que representa o 




Fig. 3.2.2 - Esforços seccionais no elemento curvo. 
Temos, então: 
M = A4costj, + A5sentj, - A6 .BT X 
M = A5costj, - A4sentj, - A6 .BF y 
onde: 
BT = (L + (ym - xmtgtj,) cotg .p) sentj, 





Aplicando cada açao isoladamente A4 = 1, A5 = 1 e A6 = 1 e ob-
30. 
servando 3.2.1 e 3.2.2, temos: 
M M 
X y 
A4 = 1 1. coscjl - l.sencjl 
AS = 1 1. sencjl 1. coscjl 
A6 = 1 - l.BT - l.BF 
Como a integração deve ser feita ao longo do eixo do 
elemento, a expressão 1.2.4 fica: 
IL(M . M . M . M . ) FM .. = x,1 x,J + y,1 y,J 1,J Gix coscjl EIY coscjl o dxm 
onde dxm = dscoscjl, sendo s medido sobre o eixo. 
Observando o quadro para Mx e My e usando a expres -
sao anterior, encontramos: 
L 







+ séncjl ''-.. sencjl )· d 












º FM65 •[ (-
0 
L 
FM66 = I 
o 
+ ~~;cj)) dxm 




3.2.1 - Elementos curvos circulares de secçao constan 
te 
Seja o caso em que a barra·é circular e consideremos 




Fig. 3.2.1.1 - Elemento curvo circular 
Temos as relações: 
BT = R [1 - cos (; + cj,)] 
BF = R sen ( .! + cj,) 2 
onde~ e o ângulo central. 
XM 
Entrando com estes valores nas expressoes dos coefi-
cientes de flêxibilidade e, levando em conta que 
vem: 
33. 




Eiy J Rsen 2 c/>dc/> 
41/2 
FM44 = G~ (f + s;n41) + E~ (f - se~$} 
X y 
-41/2 
FM45 = FM54 = - Gix J Rsencj)cosc/)dc/> + 
41/2 
+ 1 f"' Rsencj)cosc/)dc/> EI y 
41/2 
FM45 = FM54 = o 
FM46 FM64 
1 f"' R2 coscj) [1 - cos(f +c/>)]dc/> -= = Gix 
41/2 
1 f"' R2 sencj)sen(f + e/>) de/> - EI y 
41/2 
34. 
+ ;; [cf - s;n½) cos cf>] 
y 
1 = - GI 
X 
1•12 1 J-½/ 2 2 
EIY Rcos $d$ 
½/2 ½/2 
FMSS 
R ( ½ sen½ ) + R ( ! + senJ ) = GI 2 -2- EI -2-2 
X y 
-½/2 
FM56 = FM65 = Gixf 
R2sen$ [1 - coscf + 
J/2 
-½/2 
+ l J R2cos'-sen c.!2 + "') d"' EI "' "' "' 
y ½/2 
~;x [cf - s;n½) sencf>] -
;; [cf + s;n½) sencf >] 
y 
-½/2 
FM66 = - Gixf R3[1-cos(½ + $)]2d$ 
½/2 




[~ + (! + sen~) 2 2 cos
2 ~ ~ (-) + (- -
2 2 
sen~ ) sen 2 c-2> - l+sen ( ! ) cos <½>] + -2- 2 2 
Rl 
[<½ + sen~) sen 2 <t> ~ sen~) 2 <½>] + EI + (- - -2- cos 2 2 
y 
3.3 - MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO 
Obtida a submatriz [FMKKJ como ficou visto anterior-
mente, temos: 
Além disto, uma coluna qualquer da matriz [sMJ ~ e 
constituida pelos esforços que surgem nas direções corresponde~ 
tes ao primeiro sub-Índice quando se aplica um deslocamento uni 




















Assim, a coluna aqui apresentada contém os esforços 
nas seis direções do elemento correspondentes a um deslocamen-
to unitário na direção 5. 
Mas, conhecendo estes esforços na extremidade direi 
ta, ou seja,SM4 , 5 , SM5 , 5 e SM6 , 5 , podemos calcular os da outra 
extremidade por condições de equilÍbiro. 
. - . Podemos extender o rac1oc1n10 para qualquer outra 
direção da extremidade direita, ao invés de 5. 
Tratando uma direção qualquer da extremidade K por 
k e observando a Fig. 3.3.1, vem: 
37. 
= o 
Fig. 3,3.1 - Esforços no elemento devidos a um deslocamento uni-
tário na direção k. 
Assim, a partir de [SMKKJ constroe-se [SMJKJ. 
Temos, ainda, que 
38. 
Desta forma, encontramos [SMKJJ e dai passamos para 
[SMJJJ da mesma maneira como obtivemos [SMJKJ em função de 
[SMKK] . 
Vimos, assim, que toda a matriz [SM] pode ser obtida 
a partir de [SMKKJ . 
4.1 - INTRODUÇÃO 
CAPITULO IV 
AÇÕES DE ENGASTAMENTO PERFEITO NAS 
EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS 
,, 
39. 
No caso de barras retas, as açoes de engastamento p~ 
ra diversos tipos de carregamento já se encontram tabeladas e 
prontas para serem utilizadas diretamente. 
Para barras curvas, mesmo no caso de secçao constan-
te e curvatura circular, há atualmente uma grande dificuldade 
de bibliografia onde possamos encontrar fórmulas explícitas pa-
ra tal finalidade. 
Neste capítulo, veremos o procedimento geral para d~ 
terminação de ações de engastamento em barras com uma 
qualquer e para um carregamento genérico. 
.< .·-forma 
Podemos encarar o problema como a resolução de uma 
estrutura em que existe apenas um elemento. 
40. 
Neste caso, podemos utilizar com vantagem o método da 
flexibilidade já que a determinação do sistema principal torna-
se automática, consistindo sempre na liberação de uma das extre-
midades do elemento. 
Assim procedendo, recairemos no problema de realizar 
algumas integrações como ocorreu na determinação da matriz de ri 
gidez do elemento a partir da matriz de flexibilidade. 
Pelas mesmas razoes já citadas anteriormente, resolv~ 
mos também aqui explicitar as integrais relativas ao elemento 
circular de secção constante, como será visto mais adiante. 
Queremos salientar que estas integrais se constitui -
ram numa tarefa excessivamente laboriosa, conforme se conclue de 
suas expressoes gerais. 
Finalmente, é importante lembrar aqui que todas as 
cargas verticais atuando sobre a estrutura são consideradas pos! 
tivas para baixo. 
41. 
4.2 - ELEMENTOS CURVOS 
Suponhamos que queremos determinar as açoes de engas-
tamento nas extremidades de um elemento curvo submetido a um car 
regamente qualquer, aplicando o método da flexibilidade. 
Seja na Fig. 4.2.l o sistema principal da estruturai 





Fig. 4.2.1 - Elemento curvo carregado com a extremidade direita 
livre. 
42. 




AML6 , nas direções dos vínculos liberados. 
e 
Para isto, retomando a equaçao 1.2.1 e lembrando que 
neste caso particular a estrutura a resolver se confunde com um 
Único elemento, vem: 
+ = {o} 
Ou seja, a matriz de flexibilidade do sistema princi 
pal é a matriz de flexibilidade da extremidade direita do ele -
mente, os hiperestáticos são as ações de engastamento naquela 
extremidade e os deslocamentos nas direções correspondentes sao 
aqueles produzidos pelas cargas atuantes no elemento. 











5 = FM54 FMSS FM56 DL 5 
AML 6 FM64 FM65 FM66 DL 6 
43. 
Ou ainda, 
= ·( 4 • 2 • 1) 
Portanto, para calcular as açoes de engastamento,pr~ 
cisamos determinar DL4 , DL 5 e DL 6
. 
Para isto, usaremos a equaçao 1.2.4 e assim um des-
locamento DL. na extremidade livre, na direção i e devido as 
l. 
cargas é dado por 





M . e M 1 sao o momento torsor genérico numa dire x,1 x, 
çao x devido respectivamente à aplica -
çao de um esforço unitário na extremida 
de livre, na direção i e à aplicação 
das cargas. 
44. 
M . e M L y,i Y, sao o momento fletor genérico numa dire-
çao y devido respectivamente ã aplica -
çao de um esforço unitário na extremida 
de livre, na direção i e à aplicação 
das cargas. 
As açoes de engastamento na outra extremidade sao 
calculadas por condições de equilíbrio depois de calculadas 
4.2.1 - Carga Concentrada 
Seja a barra da Fig. 4.2.1.1 para a qual qu~ 
remos determinar as açoes AML4 , AML5 e AML 6 devidas à carga P 





Fig. 4.2.1.1 - Carga concentrada numa posição qualquer 
Teremos que calcular os deslocamentos efetuando a in 
tegração de 4.2.2 ao longo de todo o elemento. 
Para isto, é necessário obter as expressoes de 11 L x, 
e ~,L já que as de Mx,i e My,i constam do quadro .da secção 
3 . 2 . 
A fim de determinar M Le M L para uma secçao gene-
x, y' 
46. 





Fig. 4.2.1.2 - Plano do elemento visto de frente. 
Temos as relações: 
LT LP 
BT = TI 
LP 
ou LT =BT. LL 
LP =DE+ YP.tg$ + (YM - XMtg$) cotg$ 
LL = L + (YM - XMtg$) cotg$ 
XM 
Dai podermos calcular os braços de torção e flexão 
- - . da força P para uma secçao generica: 
l+ 7. 
BTP = LT - YP/cos$ 
BFP = (LTcos~ - YM)/sen~ 
e, consequentemente, as expressões que dão os deslocamentos sao: 
DE 
DLI+ =f ( P.BTP _ P.BFP.sen~) dxm Gix Eiycos~ 
o 
DE 
DLS =f (P.BTP.sen~ P.BFP) d GI ~ + EI xm xcos,, y 
o 
DE 
DL6 =f ( - P . BTP. BT _ P. BFP. BF) dxm Gixcos$ Eiycos~ 
o 
Observe-se que os momentos devidos à carga P consid~ 
rada positiva são ambos positivos de acordo com o sistema de ei 
xos XS, YS e ZS. 
M = P.BTP x,L 
M = P.BFP y,L 
Desta forma, usando l+.2.1, determinam-se AMLI+, 
48. ·~. 
Depois, instituimos as condições de equilíbrio que 
AML1 + AML4 - P.YP = o 
AML2 + AML 5 - P.AML 6 + P.DE = o 
AML
3 + AML 6 -
p = o 
ou seja, 
AML1 = P.YP - AML4 
AML 2 = L.AML 6 - P.DE - AML 5 
t+.2.2 - Carga Uniforme Total 
Consideremos o caso de um elemento submetido a este 
tipo de carregamento como na Fig. t+.2.2.1 e fixemo-nos no pro-
blema de determinar os esforços seccionais M e M L" x,L y, 








Fig. 4.2.2.1 - Carga uniforme total 
Vemos que este caso pode ser reduzido ao anterior des 
de que achemos uma carga concentrada equivalente à carga distri-
buida compreendida entre cada secção genérica e a extremidade di 
reita K. 
Além disto, é preciso obter o ponto G, centro de gra-
vidade da carga equivalente. 
50. 
Para calcular a carga equivalente QT, temos que o 















J _y.!!!_ cos<t, 
YG = XM s 
do ponto G sao obtidas da mesma forma 
dxm 
dxm 
Podemos calcular o braço de torção BTQ e o de flexão 
BFQ, como no caso anterior, substituindo DE por XG e YP por YG, 
respectivamente. 
Assim, vem: 
M = QT.BTQ x,L 
M = QT.BFQ y,L 
As expressoes para os deslocamentos sao facilmente 
encontradas, usando 4.2.2 e notando que Mx,i e My,i são os mes-






QT.BTQ _ QT.BFQsenp) d 





. {QT.BTQsen$ + QT.BFQ) d 






_ QT.BFQ.BF) dxm 
Eiycos$ 
Calculados, então, AML 4 , AML 5 e AML 6 usando 4.2.1, 
passamos a obter as outras tres ações com as seguintes condi-
ções de equilíbrio: 
AML1 = QT.YG - AML 4 
onde os valores de QT, YG e XG sao aqueles correspondentes 




4.2.3 - Carga Uniforme Parcial 
Imaginemos uma carga uniforme distribuida num trecho 
da barra, como na Fig. 4.2.3.1 e observemos que se torna neces-
sário aqui considerar dois tipos de secção: aquelas situadas e~ 
tre a extremidade esquerda e o início do carregamento e aquelas 









Fig. 4.2.3.1 - Carga uniforme parcial. 
53. 
Por analogia com o caso anterior, podemos encontrar 
as mesmas grandezas já definidas, sendo que aqui elas serão sub 
divididas para os dois tipos de secções. 
Para as primeiras, temos que a carga concentrada e-
quivalente 
~ 
pois e sempre a mesma, 
Sl ·I:E•DQ dxm coscj, 
donde 
QTl = Q.Sl 
lDE+DQ 
xm dxm coscj, DE XGl = Sl 
DE+DQ 
J ~ dxm coscj, 
YGl DE = Sl 
Da mesma forma, estas grandezas para as secçoes situ 
adas no trecho carregado tornam-se: 






XG2 = M coscp S2 
JDE+DQ 
___Y.!!!_ dxm coscp XM YG2 = S2 














+J (QT2.BTQ2senp + QT2.BFQ2) dxm 
GI coscp EI 
X y 
DE 
DE -J (-QTl. BTQl. BT 
- Gixcos<j, 
o 
_ QTl. BFQl. BF ) dxm + 
Eiycos<j, 
DE+DQ 




Com estas grandezas calculadas e usando 4.2.1, deter-
minam-se AML4 , AML5 e AML6 . 
Depois, para achar as açoes na extremidade esquerda, 
temos as condições: 
AML1 = QTl.YGl - AML4 
AML2 = L.AML6 - AML5 - QTl.XGl 
AML3 = QTl - AML6 
4.2.4 - Momento Uniforme Total 
Seja na Fig. 4.2.4.1 um elemento submetido a uma car-
ga momento uniforme atuando ao longo de todo o eixo e considera-





Fig. 4.2.4.1 - Carga momento uniforme total. 
Para calcular M L e M L numa secçao genérica, vamos x, Y, 
representar o carregamento vetorialmente e calcular as componen-
tes horizontal e vertical para a carga total situada entre a sec 
çao e a extremidade direita. 
A fim de visualizar melhor o problema, vamos conside-
rar também a Fig. 4.2.4.2 que representa o plano do elemento vis 







Fig. 4.2.4.2 - Esforços seccionais devidos ao carregamento. 
Chamando o momento por unidade de comprimento de MT, 
temos que as componentes horizontal e vertical, num elemento de 
arco, sao: 
ou seja, 
dMH = MT. ds. cos$• 
dMv = MT. ds. sen$ 
dMH = MT.dx 
dMV = MT.dy 
Portanto, para uma secçao genérica de coordenadas XM 
58. 
e YM, as componentes do carregamento total à direita da 
sao: 
'mesma 
MH = MT(L - XM) 
My = MT(O - YM) 
Assim, resultam os esforços seccionais: 
finalmente: 
quilÍbrio: 
Mx = MHcos$ + Mysen$ 
My = - MHsen$ + Mycos$ 
Usando o mesmo raciocínio dos casos anteriores, temos 
(-MHsen$ + Mvcos$) 
Eiycos$ 




Desta forma, obtemos as açoes na extremidade direita. 
Para calcular as outras tres, temos as condições de~ 
59. 
AML1 = - AML - MH 4 
AML2 = - AML 5 
AML
3 = - AML 6 
4.3 - ELEMENTOS CURVOS CIRCULARES 
4.3.1 - Carga Concentrada 
Consideremos uma barra circular submetida a uma carga 







Fig. 4.3.1.1 - Elemento curvo com carga concentrada. 
60. 
Temos as relações geométricas: 
inda que: 
xp = R(sen(t) - sena) 
<I> 
yp = R(cosa - cos(2)) 
Para instituir as grandezas da secçao 4.2.1, temos a-
YM = R(cos• - cos(t)) 
XM = R(sen(t) - sen•) 
Portanto, as expressoes que nos interessam ficam: 
LT = {(sen(t> - sena)+ (cosa - cosCf> tg• + 
[ <I> <I> J + (cos• - cos(2)) - (sen(2) - sen•) tg• x 
x cotg•} Rsen• 
BTP <I> = LT - R(cosa - cos(2))/cos• 
BFP = [LT cos• - R(cos• - coscf> )] /sen• 
Entrando com estes valores nas expressoes dos desloca 




2 JJª (sen(!)- sena)sen.cos•d• 












x cos 2 ,Pd,P -J (sen(t) - sen,P) sen,Pcos,Pd,P -
$/2 
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- [, (eostt - eosC{lld•f 
a 
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- sena) sen,Pcos,Pd,P + J (cosa - cos <t))sen 2 ,Pd,P + 
$/2 
a 






- sen,P) sen,Pcos,Pd,P -J (cos,P - cos(t) )d,P ~ 
$/2 











a +l sen,Pcos 2 ,Pd,P -
$/2 
a 








2 ~ 4, - -- (sen(-) 
EIY 2 




- cos(t)) f senq>cosq,dq, 
4>/ 2 
+J cos 4 4> dq, senq, 
4>/2 
a 
cos l q, d"' _ ( 4') J 2 "'d"' senq, o/ sen 2 cos ~o/+ 
4>/ 2 
a -J cos 2q, senq, 
4>/2 
dq, + 





GIX 1 2 
a 









<t> J cosq,dq, 
4>/ 2 
a 
- sen(t)J senq,dq, 
4>/2 
sen2q,dq, - (cosa -
+ 
CL 
- cos(½) [J (sen(½) - sena) sencj>coscj>dcj> + 
41/2 
CL 
+ J (cosa, -
41/2 
CL 




- cos<½>> cos 2 $d$ -J (sen<f> - sen$)sen$cos$d$ -
41/2 
CL 
-J (cosa, - cos<}»ct<t>] 
4112 
CL CL 
- sena,) J sen 2 <l>d<I> + (coset -
41/ 2 
cose;» J s~~:: d<I> + 
41/2 
CL 
sencj>cos 2 $d$ - cos<}> f sencj>cos$d$ -
41/ 2 
CL 
- sen(t>f sen 2 cj>d$ 
41/ 2 
CL 
+J sen 3 $d$ 
41/2 





- sena) f cos 2 cj,dcj, + ( cosa -
l'p/2 
a 











+J sencj,cos 2 cj,dcj, -
l'p/2 
a -Jª cos 2 .P 
sencj, 
l'p/2 
dcj, + c!>f cosp cos 2 sencj, 
l'p/2 
a 
+ cos(;) [J (sen(;)- sena) sencj,coscj,dcj, + 
IP/2 
a 






- cos(tl> cos 2 cj,dcj, -J Csen(½)- sencj,) sencj,coscj,dcj, -
11,/2 
a 








senacosa + a - t) c~sa + 
+ sena - sen{t) - (a - t) cosa~+ 
2 ] sena - sen a - 2-
+ 
- senacosa + a - i.) cosa l 
2 2 f 
DL 5 = - [~: { [sen(t) cos(t) - senacosa + 











3 1 sen(.! - a) + (a - _!) 
Gix , 2 2 
½> co~a + sena - sen(½) - (a - ½) cosa] + 
- cosa] ~ + -- sen(-) (- - a) sena + PR3 ~ <!> [ <!> EIY 2 2 
+ (sen(t)cos(t) - senacosa + a - t> s;na + 
Calculadas as açoes na extremidade direita, as ou-
tras tres são determinadas da mesma maneira que em 4.2.1. 
. -
67. 
4.3.2 - Carga Uniforme Total 
Seja, na fig. 4.3.2.1, um elemento circular submeti-
do a uma carga uniforme total e vamos explicitar as grandezas 







Fig. 4.3.2.1 - Elemento circular com carga uniforme total. 
6 8. 
Partindo das expressoes de 4.2.2 e levando em conta 
as relações geométricas vistas para o caso anterior, vem: 
s = - ["' Rcostd~ = R(_! + <P ) cos<j) 2 
<P 




2 + <P) 
R[sen(tl <t + "') + (cos<j) - cos<½»J 
XG = 41 
2 + <P 
-41/2 
- cos<½>J f R
2 [cos<j) cos<j)d<j) 
cos<j) 
YG = 
R(_! + .p) 
2 
R[(sen(tl + sen<j)) - cos<½><t + .p)J 
YG = 
LT = ~ XG + YGtg<j) + R[(cos<j) - cos(½)) -
- ( sen(t) - sen<j)) tg<P] cotg<j) ~ sen<j) 
69. 
BTQ = LT - YG/cos$ e 
BFQ = [LTcos$ - R(cos$ - cos<t>> J /sen$ 
Substituindo os valores de XG e YG nas fórmulas para 





+ sen$)sen 2 $d$ - cos<tf <t + 
~/2 
-~/2 
+ $) sen 2 $d$ +J <t + $)(cos$ - cos(tllcos 2 $d$ -
~/2 







+ senq,) dq, + cos<}f <} + 
t/2 
+ q,) dq, } i ª~: { sen(}l -t/2 x J <} +q,)senq,cosq,dq, + 
t/2 
-t/2 
+ J (cosq, - cos<}> )senq,cosq,dq, 
t/2 
-t/2 
{ (sen<}> + 
t/2 
+ senq,) sen 2 q,dq, -
t J-t/2 t 
cos( 2) (2 + q,)sen
2 q,dq, + 
t/2 
-t/2 
+ J <} + q,)(cosq, - cos<}> )cos 2 q,dq, 
t/2 
+ q,)(sen<}> - senq,)senq>cosq,dq, -f"' 
t/2 
+ 4>) ( cos 4> - cos ( i) ) dq, ~ 
-t/2 -t/2 














sen(.!) J sen3cp dcj, + 









,P dcj, _ 
coscj, 
-1/2 
<t>f sencj,cos 2cj,dcj, -
1/2 








+ J cj,sen 3cj,dcj, 
1/2 
-1/2 












+ cos <t) J 
~/2 
-~/2 




- cos<t> J cos 2 cj,dcj, -~/2 + sen<tf sencj,coscj,dcj, + 
~/2 ~/2 
sen',oos•d• - <f)oos(;)J_,,,sen,oos•d• -
~/2 
-~/2 





- '*'ºº''*' J''' 
~/2 
-~/2 
cos(t) J cj, 
~/2 
~/2 
cos 3 cj, 
sencj, dcj, 
-~/2 
+ <t> J 
~/2 
-~/2 
sencj,cos 2 cj,dcj, - sen(t) J 
~/2 
-~/2 





sencf> + <t)cos<t> J 
~/2 
-~/2 
+ cos<t) J 
~/2 
coscj> 
e/> sencj> de/>~ 
-~/2 
cos 




sen<t{ cj>sencf>dcf> + 
~/2 





+ sen<t> J 
~/2 
sen 2 cp dcf> 
cose/> 
sen 3 cp dcf> _ 
cose/> 
~ ~ f-~/2 
- (-)cos(-) 
2 2 
sen 2 cf> 
coscj> de/> -
-~/2 
cos<}) J cf> 
~/2 ~/2 
-~/2 
+ <}> J cos 2 cj>dcf> -
~/2 
-~/2 
+ J cj>cos 2 cf>dcf> 
~/2 
-~/2 




cp de/> + 
cose/> 
74. 
- <f)sen<}> J'I' senjdl • 
41/2 
-41/2 
- sen<t> J $sen$d$ 
41/2 
-41/2 
- sen<t> J -41/2 -J sen$ d$ cos$ + 
41/2 41/2 
-41I 2 
~ + cos(!)J __1__ d$ l -


















sen2~ cos(!.2 +$)d$+ 
cos$ 
-ip/2 







x cos<t + cj>)dcj> - cos<t>J cp~~~;c/> cos<t + cj>) de/>+ 
ip/2 
-ip/2 
+ c;f cos 2 cj>cos(t + cj>)dcj> -
ip/2 
-ip/2 
x cos<t + cj>)dc/> +J cj>cos 2 cj>cos(t + cj>)d$ -
ip/2 
-/P/2 
- cos<t{ cj>coscj>cos({ + cj>)dcj> - <t> x,._ x 
ip/2 
-ip/2 
x s~n(t) J sencj>cos(t + cj>)dcj> + 
ip/2 
-ip/2 









+ ~)d~ - sen( ) -----,-- d~ -








+ cos(2) <I> cos<j> 
$/2 
-$/2 






+ <j>)d<j> - cos<t>f cos<j>sen(t + <j>)d<j> + 
$/2 
-$/2 





+ J sen 2 <j>sen<½ + <j>)d<j> -
$/2 
<½>cos<tf sen<j>sen<½ + 
$/2 
-$/2 
+ 4>)d4> - cose½{ <j>sen<j>sen<t + $) d</>+ 
~/2 




(-t2)cos(-2tf cos2ij> x,· x 
sen$ 
t/2 
cosl,p sen(-2t +$)d$ -
sen$ 
$ cos2ij> sen(-2t + $)d$ -
sen$ 
t t J-t/2 
- (2 )sen(2) 
t/2 
-t/2 












Resolvendo as integrais e simplificando, vem, final-
DL4 = ( â~: -~~:) [ ( t - s~nqi) sen <t>] 
DL 5 = ~ [2sen(!) -(! - senqi) cos(Í) - 4>cos(!2 >] + Gix 2 2 2 2 
~ + EI 
y 
- 4>sen4> + sen
24>) _ 9B.'.'._ ( 2 2(!)-2 EI sen 2 
y 
Com estes deslocamentos, calculam-se todas as açoes 
de engastamento como em 4.2.2. 
79. 
4.3.3. - Carga Uniforme Parcial 
Consideremos um elemento submetido a este tipo de 
carregamento e vamos determinar as grandezas definidas em 






Fig. 4.3.3.1 - Elemento circular com carga distribuida parcial. 
80. 
Temos, então, 
Sl • -j". 
<l>E 
cos<P dcj> = 
coscj> 
Ql = QR( <l>E - <I> ) D 
1: R2 [sen<t> - sencp] d<P 
XGl = 
R(<l>E - <l>D) 
XGl 
-R [ ( <l>D - <l>E)sen(;)+(cos<l>D-cos<l>E)J 
= 41E - 41 D 
4>D 




R(<l>E - 4>D) 
-R [< sen<l>D- sen4>E)-(4>D - <l>E)cos(i)] 
YGl = 41E - 41 D 
Para as secçoes situadas no intervalo da carga, vem: 
4>D 






-[º R2 [sen(t)-sen$]cos$d$ COS$ 
R( - <l>D + $) 
R2 [cos$-cos(t>J cos$d$ 
COS$ 
R[(sen$-sen<t>0 )+(<!>0~$)cos(t>J 
- <I> + $ 
D 
81. 
Substituindo nas expr~ssoes dos deslocamentos, vem: 
82. 
tE 




~~ + EI y 
J
4>E 4> . 















cos 2 <Pd<I> 
IPE 





['' YGl cos e!+ $) } 2 ~ COS$ d$ + 
~/2. 
+ 
QR•(~E - '•' j ['' XGl cos$sen<t + $) d$ EI ~ y 
~/2 
. ['' ['' YGl sen$sen(t +$)d$ + ( cos$ ~ 
~/2 ~/2 
- cos<½>> cotg$cos$sen<t +$)d$ -
~E -J (sen<½>-
~/2 
~ sen$)cos$sen( 2 + $) d$ -
J~E (cos$-cos<t>) sen(-2~ sen$ 
t/2 
9B.".. { + GI 
X 






~D +l (qi-~0 ) [Ccosq>-cos(½))-(sen(½)-sen(j>)tgq>J cosqi[.l -
~E 
- (cos~0-cosqi)J cos(j>sen<½ + (j>) dq> + 
senc; + qi)dqi ~ 
Resolvendo as integrais e simplificando, vem, final-
8 8. 




x (sen(t)cos(t)-sen<l>Ecos<l>E+<l>E- t>] sen<t) } + 
+ ª~: ~ [½<cos<1> 0-cos<l>E)(sen(t)cos(t)-sen<l>cos<l>E + 
- sen 2 <1>E)sen<l>0- ½<sen<l>Ecos<l>E-sen<1>0cos<l>0+<1>o=.<1>E)cos<1>0+ 
+ (sen<l>0-sen<l>E)+(<l>E-<l>D)cos<l>E]sen(t) ~ + 
~ + EI 
y 
91. 
Com estes deslocamentos,calculam-se as açoes na extre 
midade direita e a seguir, por condições de equilíbrio, calculam 
se as outras tres como em 4.2.3. 
CAPITULO V 
FORMULAÇÃO AUTOMÁTICA DA MONTAGEM DO 
SISTEMA GLOBAL DE EQUAÇÔES DA ESTRU-
TURA 
5 .1 - INTRODUÇÃO 
~- q~ 
I -
Vimos, até agora, como adotar um procedimento geral 
para calcular rigidezes e ações de engastamento em cada elemen-
to isolado na estrutura desmontada,,, abstraindo-nos da configu-
ração de deformação que será assumida pela estrutura real, sob 
atuação das cargas. 
Para visualizar o caminho seguido para obter o con -
junto de equações 1.3.2, fixemo-nos no sistema de coordenadas 
global e imaginemos a estrutura desmontada nos diversos elemen-
tos que a compõem,para os quais imaginamos ainda já calculadas 
as ações de engastamento perfeito e os coeficientes da 
de rigidez,ambos referidos ao sistema local. 
matriz 
Os deslocamentos dos nos da estrutura serao numera -
dos convenientemente, de acordo com a numeração própria de cada 
94. ) J 
. 
no. 
Assim, para completar o primeiro membro da equaçao 
1.3.2, necessitamos calcular os coeficientes de rigidez de cada 
nó, referidos ao sistema global. 
Ora, cada coeficiente de rigidez, relativo a determi-
nado no e associado a uma dada direção será calculado pela. adi-
ção conveniente dos coeficientes de rigidez correspondentes, re-
lativos às extremidades dos elementos que nele concorrem. 
Para isto, é necessário que a matriz de rigidez [SM] 
do elemento já tenha sido rotacionada, como em 2.4.4, transfor -
mando-se em [SMD]. 
Por outro lado, as açoes de engastamento nas extremi-
dades dos elementos serão transmitidas aos nós, com sinal contrá 
rio e decompostas para o sistema global com o uso da matriz de 
rotação. 
As cargas assim obtidas sao chamadas açoes equivalen-
. 
tes nos nos. 
Havendo cargas atuando diretamente nos pontos :nodais, 
deveremos somá-las com as ações equivalentes, obtendo as cargas 
combinadas nos nós, que constituem o segundo membro de 1.3.2. 
4. 95. 
Desta forma, construimos o sistema global de equaçoes 
de equilíbrio. 
5.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL EM FORMA DE BANDA 
A matriz de rigidez de nó total encerra coeficientes 
de rigidez relativos a todos os deslocamentos numerados na estru 
tura. 
No entanto, fazendo-se uma renumeraçao dos coeficien-
tes de tal maneira que figurem em primeiro lugar aqueles corres-
pondentes às direções livres ou aos graus de liberdade da estru-
tura, a matriz assume o aspecto seguinte: 
s 
' 1 -----.L.------! 
onde a submatriz [s] encerra açoes nas direções_ livres devidas a 
deslocamentos unitários nestas direções e as outras submatrizes 
encerram ações nas direções correspondentes ao primeiro sub-Índi 
ce devidas a deslocamentos unitários nas direções corresponden -
tes ao segundo, com D denotando direção livre e R direção impedi 
da. 
q'( 
96. . ) . 
Podemos tirar grande proveito de economia de memória 
observando que a submatriz [s], além de simétrica, tem os ter-
mos fora de uma certa faixa da diagonal principal todos nulos 
e portanto pode ser armazenada sob forma retangular como esque-
matizado a seguir: 
í í 










Além da vantagem de ganho de memória, este procedi -
mente conduz à solução do sistema de equações diretamente sem -
inverter a matriz [s], utilizando o Método de Cholesky, o que 
redúzzo acúmulo de erros de arredondamento e aumenta a eficiên-
cia no processamento em relação à técnica de inversão. 
Como vamos armazenar somente a faixa superior à dia-
gonal principal, é preciso lembrar que na ocasião de formar a 
qs 
matriz [s] sera necessário que o número do no esquerdo J de ca-
da elemento seja inferior ao do nó direito<. K, a fim de que, 
correspondentemente, a faixa da matriz de rigidez [SM] superior 
à sua diagonal principal caia dentro da faixa quadriculada de 
[s] na figura. 
Por outro lado, em estruturas com grande numero de 
nós, é preciso adotar a numeração mais conveniente a fim de nao 
ultrapassar a largura de banda LB: 
com 
[3(K - J + 1) - r] ~ LB max. (J < K) 
r = número de ligações compreendidas entre~ o deslo-
camento 3J-2 e o deslocamento 3K. 
5.3 - AÇÕES E DESLOCAMENTOS NOS NÓS 
Escolhida a numeraçao própria dos nós da estrutura, 
temos que em relação ao Sistema Global XYZ cada um deles ,z•tem 
tres deslocamentos possíveis. Estes são constituidos por duas 
rotações no plano da estrutura, representadas por vetores de 
seta dupla paralelos aos eixos X e Y e um deslocamento linear 
paralelo a Z. 
Para um elemento qualquer com as extremidades J e K, 
q1-
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~ 
os deslocamentos de no sao numerados, respectivamente, em rela-
çao a X, Y e Z, como 3J-2, 3J-l e 3J na extremidade esquerda e 
3K-2, 3K-l e 3K na direita. 
As açoes correspondentes em cada nós sao dois momen-
tos associados às rotações X e Y e uma força cortante associada 
ao deslocamento z. 
Quando já existem açoes aplicadas sobre os nos na es 
trutura, estas são armazenadas internamente no vetor {A}. 
Como as açoes de engastamento nas extremidades dos 
elementos foram calculadas em relação ao Sistema Local, devemos 
rotacioná-las devidamente para o Sistema Global, conforme esqu~ 
matizado na figura 5.3;1, armazenando-as no vetor de Ações E-





Y ·s , t 4 // 
YM 
-- 1 y---" i\r,1,, .~ 
HiiLiL-2'-"4 1E 3 K-
AE' -AE3k-l 
3K 




A contribuição de um elemento i na formação do ve-
tor {AE} pode ser obtida com o auxílio da matriz de Rotação 
Transformada já vista em 2.4 e usando a relação: 
Assim, o vetor das Cargas Combinadas nos Nós será: 
. {AC} = {A} +. {AE} 
o qual, correspondentemente com a disposição da matriz [s], se-
rá arrumado de maneira que os termos associados aos graus de li 
berdade sejam ordenados primeiramente. 
100. 
Obtido, desta forma, o conjunto de equaçoes, utili-
za-se a subrotina DBAND para decompor a matriz [s] e a subro-
tina LOSEN para resolver o sistema. 
De posse dos deslocamentos nas direções livres, ca! 
culam-se facilmente os esforços nas extremidades dos elementos 
usando a equaçao: 
{AM} = {AML} + [SM] {DM} 
Finalmente, as reaçoes de apoio serao calculadas so 
mando algebricamente os esforços nas extremidades dos elemen-
tos com as cargas aplicadas aos nós. 
5.4 - CONCEITO DE FORMULAÇÃO DO SISTEMA GLOBAL DE 
EQUAÇÕES EM RELAÇÃO A VÁRIOS SISTEMAS DE EI-
XOS 
Como a matriz de rigidez de cada elemento é montada 
em relação ao seu sistema de eixos local, para calcular os coe 
ficientes de rigidez de cada nó, correspondentes a cada dire-
çao do sistema de eixos global, a contribuição dos elementos 
que né¼e concorrem terá que ser feita utilizando 2.4,4. 
Surgem problemas, no entanto, para estruturas que 
possuem ligações inclinadas em relação ao sistema global como 
-e comum acontecer no caso de vigas curvas. 
Loo 
101. 
A seguir, expomos o procedimento que idealizamos p~ 
ra superar esta dificuldade, no caso de vigas curvas, pelo qual 
formulamos o sistema global de equações em relação a vários sis 
temas de eixos, um para cada nó. 
Seja a viga curva, composta de elementos circulares, 
da figura 5.4.l e consideremos um sistema de eixos XS, YS, ZS , 
que em cada nó tem XS tangente ao eixo da estrutura e ZS normal 
ao plano da mesma. 
Observemos, ainda, que este sistema de eixos em cada 
no é o mesmo XS, YS, ZS já visto em 2.2 e correspondendo, agora 
para os dois elementos vizinhos, à secção infinitamente próxima 
-ao no. 
102. ' " . 
zs 
zs y zs 
YS YS 
xs - xs 
xs 
xs YS 
,Fig. 5.4.1 - Sistema de eixos em cada nó. 
Imaginemos como deslocamentos incógnitos da estrutu-
ra aqueles referidos, em cada nó, ao seu correspondente sistema 
XS, YS, ZS. 
Para montar a matriz de rigidez da estrutura, a pa~ 
tir das matrizes SM dos elementos, basta formular SMD de 2.4.4, 
para esta nova concepção. 
Para isto, consideremos a figura 5.4.2 que represen-
ta um elemento qualquer da estrutura visto de frente e com os 
sistemas XS, YS, ZS, correspondentes aos seus nós J e K. 
i/D~ 







Fig. 5.4.2 - Sistema XS, YS, ZS para os nos de um elemento cir-
cular. 
Chamando de {A} as açoes em cada nó, já referidas ao 
sistema XS, YS, ZS e recorrendo a 2.3.1, teremos, para cada ex-
tremidade, 
{AMJ} = [RJ] {AJ} 
e 
{AMK} = [RK] {AK} 
onde cada matriz de rotação contém os cosenos diretores dos ei-
xos XM, YM, ZM em relação ao sistema XS, YS, ZS da extremidade 
correspondente. 
Assim, podemos colocar: 
104. 
cos<P - sen<P o 
[RJ] = 
sencj) coscj) o 
o o 1 
coscj) sencj) o 
[RK] = 
-sen<P coscj) o 
o o 1 
ou seja, 
[RJ] = [RK]T 
De 2.4.3, então, teremos: 
Da mesma forma, temos: 
[RT] {A} = [SM] [R.r] {D} 
Ou, 
{A} = [R.r] -l [SM] [R.r] {D} 
e como [R.r] ainda neste caso é ortogonal, vem: 
T 
{A} = [R.r] [SM] [f½] {D} 
e 
[SMD] = [R.r] T [SM] [R.r] 
Portanto, trabalhando com as matrizes de rotação a-
VJ1 
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qui definidas e procedendo da mesma forma para as açoes equivale~ 
tes, o problema fica inteiramente análogo ao anterior. 
A aplicação deste conceito foi feita neste trabalho p~ 
ra o programa LINVIC. 
As ligações serao dadas, pois, neste programa, em rel~ 
çao ao sistema XS, YS, ZS do nó correspondente, o mesmo acontecen 
do em relação aos apoios elásticos. 
5.5 - INTRODUÇÃO DE APOIOS ELÁSTICOS 
Havendo um apoio elástico num nó, numa determinada di-
reçao, referida ao sistema XS, YS, ZS naquele ponto, teremos ape-
nas que modificar o coeficiente de rigidez deste nó da estrutura. 
Pela própria conceituação de coeficiente de rigidez, e,. 
concluímos que a presença do apoio elástico faz com que o coefici 
ente de rigidez do nó naquela direção seja, agora, obtido pelas~ 
ma das contribuições dos elementos que nele concorrem com o coefi 
ciente de rigidez do apoio elástico. 
Portanto, a Única modificação a fazer é acrescentar a 
rigidez do apoio elástico ao coeficiente de rigidez do nó, na di~ 
gonal principal da matriz global, na direção correspondente ao im 
pedimento elástico. 
CAPITULO VI 
APLICAÇÃO AO CÁLCULO DE LINHAS DE IN-
FLUÊNCIA DE VIGAS CURVAS CIRCULARES 
6.1 - INTRODUÇÃO 
IJ__IJ5 
107. 
Em virtude da ausência quase total de bibliografia e 
dada a grande importância prática do assunto, consideramos bas-
tante oportuno extender o estudo do elemento de grelha com eixo 
curvo e secçao variável ao cálculo automático de linhas de 1.n-
fluência de vigas curvas de forma circular. 
Como o número de operaçoes envolvidas é muito grande, 
a nossa maior preocupação na elaboração deste programa foi achar 
o caminho que conduzisse à maior eficiência em termos de proces-
samento. 
Basicamente, o caminho aqui seguido para cálculo das 
linhas de influência consiste em calcular inicialmente as açoes 
nas extremidades direitas das barras da estrutura para cada uma 
das posições da carga móvel sobre os pontos de sub-divisão. 
Armazenados estes valores, que constituem as linhas 
108. 
de influência dos apoios, é fácil obter posteriormente todas as 
outras para as secções intermediárias a partir destas. 
Portanto, para realizar a primeira etapa, torna-se 
necessário resolver a estrutura tantas vezes quantos sao os po~ 
tos de divisão. 
Em termos de programaçao, isto implica em resolver 
1.3.2. para cada posição da carga móvel, modificando-se o ve-
tor de cargas e mantendo [s] constante. 
Como aqui nao houve tanta exigência de ganho de memó 
ria como no caso de grelhas em geral, optamos pela solução do 
sistema por inversão da matriz [s]. 
Desta forma, transferimos [s]invertida para a sub-ro 
tina que calcula linhas de influência e a solução de 1.3.2 para 
cada posição da carga móvel é obtida simplesmente multiplicando 
[s]-l pelo vetor de cargas correspondente. 
Montando a matriz [s] em forma de banda, cada solu -
çao teria que ser obtida chamando a sub-rotina LOSEN, que reso! 
ve o sistema de equações, para cada posição da carga móvel, o 
que certamente implicaria em aumento de tempo de execução. 
6.2 - LINHAS DE INFLUÊNCIA DOS APOIOS 
Para ilustrar o procedimento de cálculo destas li-
nhas de influência, consideremos esquematicamente a viga curva 
que aparece retificada na fig. G.2.1 onde as secções já recebem 
a numeraçao proveniente da subdivisão da estrutura. 
7 8 
t 1 p ~ºJJ, 113, 11s 1 111, ¾9 1 21 , ~3 1 12 14 16 18 20:à: 22 24 
CD 1 0 2 0 3 0 
Fig. 6.2.1 - Numeração das Secções. 
Seja, por exemplo, o cálculo da linha de influência 
de momento fletor do apoio @ que corresponder à secção de nú-
mero 21. 
Para armazenar os valores das ordenadas das linhas 
de influência de apoio, reservamos para o fletor, torsor e cor-
tante as áreas YLIF(ll,l0M+l), YLIT(ll,l0M+l) e YLIQ(ll,l0M+l). 
Fazemos, então, com que a carga unitária se desloque 
percorrendo os vaos e em cada um deles tomando a posição KA va-
riando esta sempre de 1 a 11. 
Assim, se KA é a posição da carga no vao I, o Índice 
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IK que dá o número da secçao correspondente é: 
IK = (I-l)xlO+KA 
Tendo-se, então, a carga numa secçao IK, calculamos 
as açoes de engastamento no elemento correspondente e, consequen 
temente, as ações equivalentes e ações combinadas nos nós. 
Resolvendo o sistema e de posse dos deslocamentos,ca! 
culamos as ações nas extremidades direitas de todas as barras. 
Então, voltando ao caso do apoio @ , o momento fle-
tor na extremidade direita do elemento 2 devido a atuação da car 
ga numa secção qualquer IK seria armazenado em YLIF(21,IK). 
Como, desta forma, o primeiro Índice ultrapassaria a 
dimensão reservada no programa, resolvemos armazenar a linha de 
influência acima com este Índice igual ao da barra da esquerda, 
no caso a barra 2. 
Esta linha de influência, depois de calculadas todas 
as suas ordenadas, será então arquivada em disco como rendo 
YLIF(2,IK). 
Procede-se analogamente para os outros esforços e em 
relação aos outros apoios. 
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6.3 - LINHAS DE INFLUtNCIA DAS SECÇÕES INTERMEDIÁRIAS 
As linhas de influência das secçoes intermediárias 
sao calculadas e impressas por vao, para que aquelas mesmas~ 
reas dimensionadas para os tres tipos de esforços sejam utili 
zadas novamente para as secçoes do vão seguinte. 
Seja um vao qualquer I no qual imaginamos uma sec 
çao KS para a qual queremos obter as linhas de influência a 
partir daquelas correspondentes à extremidade direita do ele-
mento I. 
Então, ao invés de ler no disco as linhas de influ 
ência dos apoios com os Índices com que foram arquivadas, eh~ 
maremos sempre as mesmas, qualquer que seja o vão, como sendo 
YLIF(ll,IK), YLIT(ll,IK) e YLIQ(ll, IK). 
Feito isto, para calcular, agora, um esforço 
KS quando a carga está em IK, testamos inicialmente se IK 
uma secção do mesmo vão onde se localiza KS. 




a) Secção IK em outro vao ou no mesmo vao, porem a es 





Neste caso, observando a fig. 6.3.1, temos as expres-
YLIF(KS,IK) = YLIF(ll,IK) * cos(.S*FIT + FI(KS)) + 
+ YLIT(ll,IK) * SIN(FI(KS)-FI(NPI)) -
- YLIQ(ll,IK) * BF(KS) 
YLIT(KS,IK) = YLIT(LL,IK) * cos(FI(KS) - FI(NPI)) -
- YLIF(ll,IK) * SIN(.S*FIT+FI(KS))+ 
+ YLIQ(ll,IK)*BT(KS) 
YLIQ(KS,IK) = YLIQ(ll,IK) 
LIT(ll,IK) 





Secção IK no mesmo vao e à direita de KS. 
Da mesma forma, a partir da fig. 6.3.2, concluimos: 




- YLIF(ll,IK)*SIN(.SfIT,+FI(KS))+YLIQ(ll,IK) ,~ 
* BT(KS)+BTP(KS) 




Fig. 6.3.2 - Carga no vao de KS. 
CAPITULO VII 
DESCRIÇÃO DOS PROGRAMAS 
7.1 - PROGRAMA GEVAC. EXPLICAÇÕES GERAIS 
115. -.. [: 
O programa segue basicamente a estruturação encontra-
da em Gere e Weaver e obedece a uma orientação do Prof. Lobo Ca~ 
neiro, distribuida no Curso de Mecãnica das Estruturas I, para 
devida adaptação ao caso de elementos com eixo curvo e secçao va 
riável. 
Utiliza-se a técnica de armazenamento da matriz de ri 
gidez global em forma de banda. 
Foi usada a linguagem FORTRAN e o programa foi elabo-
rado para o computador IBM/360, modelo 40, com 256K de memória 
interna, atualmente existente na COPPE. 
Os procedimentos para cálculo da matriz de rigidez do 
elemento ou cálculo de ações de engastamento perfeito, que sao 
efetuados por sub-rotina, foram sempre feitos para o caso de o 
elemento ser circular ou ter uma forma qualquer. 
No primeiro caso, como resolvemos realizar as integr~ 
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çoes envolvidas manualmente, as expressoes sao fornecidas dire-
tamente, conseguindo-se, portanto, maior eficiência no process~ 
mento. 
Quando a barra tem curvatura qualquer, as integrações 
envolvidas são efetuadas com auxílio da sub-rotina QSF da IBM. 
Podemos, ainda, calcular grelhas com elementos de ei 
xo reto, porém com secção constante, que é o caso mais frequen-
te em estruturas de edifício. 
Se o elemento curvo é circular, o programa calcula 
as ordenadas dos pontos de divisão e os ângulos de inclinação 
de XS com XM em relação ao sistema local. 
Para uma barra com curvatura qualquer, estes elemen-
tos sao fornecidos pelo usuário. 
Neste caso, se um dos pontos de divisão, por coinci-
dência, tiver o ângulo de inclinação igual a zero, deve forne-
cer para o mesmo um valor muito pequeno, cuja ordem de grandeza 
pode ser estimada por comparação com o da secção imediatamente 
anterior. 
Este cuidado deve ser tomado a fim de evitar proble-
mas de divisão por zero nas operações internas. 
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Com a mesma finalidade, se uma barra curva numa dada 
estrutura tem, numa secção qualquer, o eixo XS normal a XM, 
preciso dividir o elemento, criando um nó interno. 
Para as cargas, os elementos a serem lidos sao os 
mesmos que constam nas figuras referentes a cada tipo de carre-
gamento e que serão explicados no manual de entrada de dados do 
programa. 
Todas as cargas verticais serao consideradas positi-
vas atuando de cima para baixo. 
Havendo algum tipo de carregamento que nao tenha si-
do previsto no programa, basta fornecer como dados de leitura 
as ações de engastamento perfeito correspondentes e orientadas 
de acordo com o sistema local do elemento. 
No caso de elementos curvos, nos resultados do pro-
grama as ações finais já estão decompostas das direções locais 
para as direções usuais de esforços seccionais. 
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7.1.l - Descrição das sub-rotinas 
7.1.1.l - Sub-rotina RETCT 
Esta sub-rotina calcula os termos da matriz de rigidez 
de elementos de eixo reto e secção constante. 
Para este caso, as expressoes usadas podem ser encon -
tradas facilmente, não havendo necessidade de calcular SM indire-
tamente, através da matriz de flexibilidade da extremidade direi-
ta. 
A matriz SM calculada é armazenada em disco. 
7.1.1.2 - Sub-rotina RETCC 
Destina-se à obtenção de açoes de engastamento perfei-
to em barras retas de secção constante com carga concentrada numa 
posição qualquer. 
Também neste caso, as expressoes que fornecem os esfor 
ços de engastamento podem ser encontrados em formulários e tabe-
las apropriados, tornando-se muito simples calcular os AML corres 
pondentes a este tipo de carregamento. 
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7.1.1;3 - Sub-rotina RETCD 
Com esta sub-rotina, obtemos as açoes de engastamen-
to perfeito para elementos de eixo reto, e secção constante no 
caso de carga uniforme total ou parcial. 
Ainda neste caso, as expressas para tal finalidade 
sao fornecidas diretamente. 
7.1.1.4 - Sub-rotina DBAND 
Utilizada para triangularizar a parte superior da ma 
triz de rigidez global da estrutura, visando a solução do siste 
ma de equações num passo mais adiante, através de outra sub-ro-
tina e obedecendo a um procedimento descrito em Weaver. 
7.1.1.5 - Sub-rotina LOSEN 
Usa a matriz triangularizada obtida por DBAND para 
resolver o sistema global de equações da estrutura, seguindo o 
método de Cholesky devidamente adaptado ao caso de matrizes si-
métricas. 
7.1.1.6 - Sub-rotina HELFE 
Esta sub-rotina é destinada a inversão de matrizes , 
utilizando o método da partição. 
Neste programa, ela é usada para inverter a matriz 
de f~exibiiidade da extremidade direita de um elemento qualquer 
a fim de fornecer a submatriz SMKK a partir da qual se forma a 
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matriz SM. 
7.1.1.7 - Sub-rotina CUCVA 
É usada para calcular a matriz de rigidez de barras 
curvas quaisquer com secção constante ou variável. 
As ordenadas e ângulos de inclinação dos pontos de di 
visão sao lidos em disco, tendo sido fornecidos pelo usuário no 
programa principal. 
Calculam-se, então os coeficientes da matriz de flexi 
bilidade da extremidade direita, resolvendo-se, numericamente,as 
integrações envolvidas, através da sub-rotina QSF. 
Em seguida, obtém-se a submatriz SMKK por inversão da 
anterior, com o uso da sub-rotina HELFE, e dai forma-se toda a 
matriz SM. 
7.1.1.8 - Sub-rotina CURCC 
Utilizamos esta sub-rotina para calcular açoes de en-
gastamento perfeito em barras com curvatura qualquer e submeti-
das a carga concentrada. 
Obtemos, inicialmente, os deslocamentos na extremida-
de direita liberada, devidos a este carregamento, por integração 
numérica. 
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Depois, usando a matriz SM do elemento, que foi arma-
zenada em disco na sub-rotina CUCVA, calculamos as ações de en-
gastamento naquela extremidade. 
Finalmente, por condições de equilíbrio, obtemos as 
outras tres ações. 
7.1.1,9 - Sub-rotina CURCD 
Esta sub-rotina calcula açoes de engastamento perfei-
to em barras curvas quaisquer com carga uniforme total. 
O procedimento usado é semelhante ao da sub-rotina an 
terior, porém o número de integrações numéricas é maior. 
Aqui, para uma secçao correspondente a um ponto de di 
visão qualquer, liberada a extremidade direita do elemento, e 
preciso calcular o comprimento do arco compreendido entre a sec 
çao e a extremidade direita, a fim de obter a carga concentrada 
equivalente ao carregamento uniforme neste trecho. 
Ademais, é necessário também calcular as coordenadas 
do ponto de aplicação da carga equivalente. 
Obtidos todos estes valores, para as diversas secçoes 
passa-se ao cálculo dos deslocamentos e o resto é análogo ao que 
se fêz em CURCC. 
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7.1.1.10 - Sub-rotina CURDP 
Destina-se à obtenção de açoes de engastamento perfei 
to em barras curvas quaisquer com secção constante ou variável, 
submetidas a uma carga uniforme parcial. 
A orientação é semelhante àquela utilizada em CURCD, 
porém aqui há dois tipos de secção a considerar: aquelas que es-
tão entre a extremidade esquerda e o início do carregamento e as 
que estão no intervalo carregado. 
7.1.1.11 - Sub-rotina CURMT 
Através desta sub-rotina, obtemos açoes de engastame~ 
to perfeito em barras curvas quaisquer com carga momento unifor-
me total. 
As integrações numéricas necessárias ao cálculo dos 
deslocamentos na extremidade direita são semelhantes àquelas de 
CURCD, porém aqui a carga equivalente correspondente a cada sec-
ção genérica e situada a sua direita é um momento que tem 
componentes Mv e MH. 
7.1.1.12 -Sub~rotina CICVA 
duas 
Esta sub-rotina calcula os termos da matriz de rigi-
dez de elementos curvos circulares de secçao constante ou variá-
vel. 
~ 
No caso em que a secçao e constante, as expressoes 
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sao fornecidas diretamente e para secçao variável sao usadas fÓr 
mulas semelhantes àquelas existentes na sub-rotina CUCVA, a fim 
de se realizar a integração numérica. 
7.1.1.13 - Sub-rotina CIRCC 
Com esta sub-rotina, calculamos açoes de engastamento 
em barras curvas circulares de secção constante ou variável, sub 
metidas a uma carga concentrada. 
~ 
Como anteriormente, se a secçao e constante as expre~ 
soes sao dadas diretamente e havendo variação de secção o proce~ 
so torna-se análogo àquele seguido em CURCC. 
7.1.1.14 - Sub-rotina CIRCD 
Usada para obter ações de engastamento perfeito em 
barras curvas circulares de secção constante ou variável com car 
ga uniforme total. 
Já que também deduzimos as expressoes para este caso 
de carregamento, valem as mesmas considerações anteriores. 
7.1.1.15 - Sub-rotina CIRDP 
Esta sub-rotina calcula açoes de engastamento perfei-
to em barras curvas circulares de secção constante ou variável, 
submetidas a uma carga distribuída parcial. 
As expressoes para o caso de o elemento ter secçao 
constante sao dadas-diretamente. 
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7.2 - PROGRAMA LINVIC. EXPLICAÇÕES GERAIS 
Este programa constitue uma extensão na aplicabilida-
de do estudo feito para elementos de grelha com eixo curvo e sec 
ção variável e sofre uma orientação diferente daquela usado no 
programa anterior, no armazenamento da matriz global. 
Além disto, visando solucionar o problema da existên-
cia de ligações inclinadas em relação a um sistema de eixos glo-
bal para a estrutura, nós idealizamos a montagem das equações 
globais com cada nó referido a um sistema de eixos diferente. 
Desta forma, as ligações passam a ser dadas com rela-
çao a estas novas direções. 
Esta idealização resolve, com extrema facilidade, o 
problema dos apoios inclinados, sempre presentes neste tipo de 
estrutura. 
Também no caso de apoios elásticos, as características 
já sao dadas na direção z e naquelas de flexão e torção no nó. 
A, estrutura nao deve ser obrigatóriamente circular, 
apenas os elementos têm que cumprir com esta condição, havendo 
possibilidade de possuiremos mesmos raios diferentes. 
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Com isto, podemos aplicar o programa para obter uma 
solução aproximada até em casos de elementos não circulares, 
bastando para isto sub-dividir mais os mesmos, ajustando-os a 
arcos de círculo. 
Teoricamente, para aplicar o programa ao caso de vi 
gas retas, teríamos que considerar um raio infinitamente gran-
de. 
No computador, no entanto, e preciso fazer muitos 
testes para concluir qual a ordem de grandeza a ser fornecida 
para o raio, a fim de conseguir bons resultados práticos. 
Concluimos, no trabalho, que valores muito grandes 
do raio nao dão bom resultado, como se poderia pensar a primei 
ra vista. 
Conseguimos muito boa precisão, fazendo com que o 
ãngulo central ficasse em torno de 15 minutos. 
Esta aplicação pode ser Útil para analisar vigas re 
tas com inércia variável. 
Chamamos a atenção aqui para o fato de que é muito 
importante observar a forma de uma viga curva, a fim de criar 
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o mínimo de ligações à rotação no plano da mesma, necessárias 
para evitar a instabilidade da estrutura. 
7.2.1 - Descrição das sub-rotinas 
7.2.1.1 - Sub-rotina HELFE 
Já descrita no programa anterior, esta sub-rotina, 
-aqui, e utilizada para inverter a matriz global, depois que es 
ta é formada no programa principal. 
A matriz global invertida transfere-se para as sub-
rotinas que calculam linhas de influência. 
7.2.1.2 - Sub-rotina CLINA 
Esta sub-rotina calcula linhas de influência de ele 
mentes curvos circulares com secção constante. 
Percorremos todos os vãos da estrutura, em cada um 
deles deslocando a carga unitária por 11 posições. 
Para cada posição, calculam-se as açoes de engasta-
mente perfeito no elemento carregado, usando as fórmulas expl! 
citadas para carga concentrada numa posição qualquer. 
Com a matriz global invertida e o vetor de cargas 
-montado, calculamos os deslocamentos dos nos da estrutura. 
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Com isto, obtemos as açoes na extremidade direita 
de todos os elementos para cada posição da carga e que vao cons 
tituir as linhas de influência dos apoios. 
Armazenados estes valores em disco, é fácil calcular 
posteriormente as linhas de influência das secções intermediá-
rias. 
7.2.1.3. - Sub-rotina CLINV 
Utilizada para calcular linhas de influência de ele-
mentos curvos circulares de secção variável. 
O procedimento é inteiramente análogo ao anterior,só 
havendo diferença no cálculo das ações de engastamento perfeito 
no elemento, quando, então, usamos a sub-rotina QSF. 
CAPITULO VIII 
DIAGRAMAS DE BLOCOS DOS PROGRAMAS 
8.1 - PROGRAMA GEVAC 
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8.1.1 Explicações sobre o diagrama de blocos e 
sequência da entrada de dados 
1) O programa começa imprimindo o título e origem do mesmo. 
2) Lê-se o numero da estrutura. 
NEST ~ O será feita a análise 
NEST = O termina a análise 
3) Teste para concluir se será feita ou nao a análise. 
4) São lidos 3 cartões de comentário. Caso não se precise dos 
3, é importante fornecer os outros em branco. Estes comen-
tários são impressos na forma em que foram lidos. 
5) Lê-se NLS 
~ 
NLS - numero de sistemas de carga 
6) São lidos os parâmetros da estrutura 
M - ~ numero de elementos 
NJ - numero de ~ nos 
NR - numero de ligações 
NRJ 
~ 
- numero de apoios com ligações 
E - módulo de elasticidade longitudinal 
G - módulo de elasticidade transversal 
O programa calcula N e imprime-o juntamente com 
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os valores lidos anteriormente. 
N - número de graus de liberdade da estrutura 
7) São lidos e impressos, para cada no, o numero do mesmo e as 
suas coordenadas X e Y. 
8) São lidas variáveis inteiras que indicam a distribuição dos 
diversos tipos de elementos na estrutura 
-KRC - numero de elementos retos de secçao constante 
KCUC - número de elementos curvos de secção constan-
te 
KCUV - número de elementos curvos de secçao variável 
9) Para cada elemento curvo, de secçao constante ou variável, é 








-- numero do elemento 
Índice de secçao 
- secçao constante 
- secçao variável 
- Índice para o elemento 
- elemento reto 
- elemento curvo 
NP - número de pontos de divisão (Ímpar) que 
ICIRC 
deve ser maior ou igual a 3 e ir atê 51. 
Índice para testar se o elemento é circu-
lar 
ICIRC=O - elemento nao circular 
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ICIRC=l - elemento circular 
ICONC Índice para indicar a direção da concav;rê" 
dade 
ICONC=l - concavidade direta 
ICONC=-1 concavidade invertida 
10) Inicia-se um controle iterativo percorrendo todos os ele-
mentes. 
Se o elemento tem secçao constante, é lido um cartão com 
as variáveis abaixo, seja o elemento reto ou curvo. 
I - número do elemento 
JJ - no esquerdo do elemento 
JK - no direito do elemento 
IX - constante de torção do elemento 
IY - momento de inércia à flexão 
Se o elemento tem secçao variável, e lido um cartão 
com os valores I, JJ e JK para cada elemento. 
Nesta fase, forma-se a matriz de rotação para cada 
elemento. 
11) Somente se o elemento tiver secçao variável, sao lidos ag~ 
ra, nos pontos de divisão, os valores de IXI e IYI para ca 
da secçao. 
IXI - constante de torção em cada secçao 
IYI - momento de inércia à felxão em cada secçao 
~ 
12) Faz-se um teste para saber se o elemento e curvo. 
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Em caso negativo, tudo que foi feito para o elemen 
to a partir de 10 deve ser repetido para o segundo elemento e 
assim por diante até o Último. 
Em caso afirmativo, faz-se novo teste para saber se 
o elemento é circular. 
Se o elemento é circular, é lido o raio do mesmo. 
RA - raio do elemento 
Se o elemento tem curvatura qualquer, sao lidos ag~ 
ra, nos pontos de divisão, os valores de YM e FI. 
YM - ordenada em cada secção. Será positivo no ca-
so de concavidade direta e negativo em 
contrário. 
caso 
FI - ângulo de inclinação em relação ao eixo XM (em 
graus). Será do primeiro ou quarto quadrante 
para barras com concavidade direta e do segun-
do ou terceiro em caso contrário. 
13) São calculados, em cada ponto de divisão, os braços de tor 
çao e flexão da secçao, seja o elemento circular ou nao. 
Em seguida, estes valores e mais aqueles de YM e FI 
sao armazenados em disco. 
14) Faz-se um controle iterativo, percorrendo-se os nos que 
têm pelo menos uma ligação. Para cada um destes nós, for-
necemos um cartão com o número do nó e valores de LR associa-
dos a cada uma das direções globais X, Y e Z respectivamente: 
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LR = 1 
LR = O 
existe ligação na direção correspondente 
não existe ligação 
15) O programa monta a matriz de rigidez global calculando, ini-
cialmente, a matriz de rigidez de cada elemento, através da 
sub-rotina apropriada, e em seguida obtendo os coeficientes para 
cada nó por soma das contribuições dos elementos que nele concor 
rem. 
A matriz Sé armazenada em forma de banda. 
16) Chamada da sub-rotina que triangulariza a matriz global. 
17) As leituras que vão ser feitas daqui por diante terão que 
ser repetidas para cada sistema de cargas da estrutura. Ini-
cialmente, são lidos num cartão os valores: 
-NNOC - numero de nos carregados 
-NREC - numero de elementos retos carregados 
-NCUC - numero de elementos curvos carregados 
Em seguida, faz-se um teste para saber se há nos car-
regados. 
18) Havendo cargas aplicadas nos nos, lê-se para cada um destes 
nós os valores das mesmas nas direções globais X, Y e Z res 
pectivamente. 
A - açao aplicada no no 
19) Faz-se um teste para verificar se há elementos retos carreg~ 
dos. Em caso afirmativo, lê-se para cada um destes elemen-
tos um cartão com as variáveis: 
143. 
I - numero do elemento 





ra os quais as açoes de engastamento serao 
fornecidas diretamente 
- há carregamentos deste tipo 
- não há carregamentos deste tipo 
. 
- numero de cargas concentradas no elemento 
- numero de cargas distribuídas, total ou pa~ 
cialmente, no elemento 
Em caso negativo, faz-se outro teste para saber se há 
elementos curvos carregados. Se houver tais elementos, para ca-







- numero do elemento 
- Índice definido anteriormente 
- Índice definido anteriormente 
- numero de cargas distribuídas ao longo de 
todo o elemento 
. 
- numero de cargas distribuídas num trecho do 
elemento 
NCM - número de cargas momento uniforme ao longo 
de todo o elemento. 
20) Faz-se um controle iterativo percorrendo todos os elementos. 
Inicialmente, fazemos um teste para verificar se para 
o.elemento as ações de engastamento serao fornecidas diretamente. 
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Para cada elemento nestas condições, pela ordem, serao 
lidas aquelas ações. 
Não havendo elementos nestas condições, o programa cha 
ma as sub-~rot1na., para cada carregamento fornecido. 
Estas sub-rotinas serão chamadas pela ordem em que fo-
ram lidos os Índices de cada carregamento correspondente. 
Cada uma delas lê as seguintes variáveis: 
Elemento Reto , 
Carga concentrada - neste caso fornecemos P e DE 
P - valor da carga 
DE - distância da carga ao nó esquerdo do elemento 
Carga distribuída - seja esta carga total ou parcial, 
temos que fornecer: 
Q - valor da carga por unidade de comprimento 
DE - distância do início do carregamento ao nó esque~ 
do do elemento 
DQ - comprimento do intervalo carregado 
Elemento Curvo 
Carga concentrada - sao lidos pela ordem os valores 
P, DE e YP que estão na figura 
4.2.1.1 
Carga distribuída total - é lido o valor de Q, carga 
por unidade de comprimento 
145. 
Carga distribuída parcial - sao lidos os valores de 
Q, DE e DQ da figura 
4.2.3.1. 
Carga momento uniforme - é lido o valor do momento 
por unidade de comprimento, 
positivo quando dirigido pa-
ra dentro. 
Elemento Curvo Circular 
Carga concentrada - sao lidos os mesmos valores doca 
so anterior correspondente. 
Carga distribuída total - também é lido o valor de Q. 
Carga distribuída parcial - são lidos os valores de 
P,FIE e FID, onde os dois 
Últimos sao os ãndulos $E 
e $D da figura 4.3.3.1. 
Carga momento uniforme - mesmo valor do caso anterior. 
~ 
21) Nesta etapa sao calculadas as açoes equivalentes nos nos e 
em seguida forma-se o vetor de cargas da estrutura. Chama-
se a sub-rotina LOSEN que resolve o sistema de equações. São im 
pressos os deslocamentos dos nós. 
22) Calculados os deslocamentos nodais, no sistema global, pass~ 
mos a calcular as açoes nas extremidades dos elementos, em 
relação ao sistema local. Se o elemento é curvo, as ações sao 
llf6. 
decompostas para as direções convencionais de momento fletor e 
torsor. 
~ 
Fazendo um balanço nos nos, sao calculadas as reaçoes 
de apoio. Havendo outro carregamento, serão repetidas as opera-
ções a partir de 17. 
8.2 - SUB-ROTINAS 
8.2.1 - Sub-rotina CUCVA 
! 
1) Cálculo de 




2) INS tante para 






















8.2.1.1 - Explicações sobre o diagrama de 
blocos 
1) São obtidos os valores do número de pontos de divisão e do 
intervalo entre secções, medido no eixo XM, e em seguida sao 
lidos no disco os valores dos parâmetros geométricos de cada sec 
çao. 
2) Teste para verificar se o elemento tem secçao constante. 
Em caso afirmativo, os valores de IXI e IYI em 
secçao sao os do elemento. 
Caso contrário, estes valores sao lidos em disco. 
cada 
3) São obtidos os valores numéricos dos integrandos das expres-
soes que dão os coeficientes de flexibilidade, em cada ponto 
de divisão.· 
4) Chamada de sub-rotina de integração numérica para calcular os 
termos de FM da extremidade direita da barra. 
5) Se a concavidade é invertida, trocam-se os sinais de FM. 
6) Chamada de sub-rotina de inversão para obter SM da extremida-
de direita. 
Em seguida, a partir desta obtem-se toda a matriz SM. 
7) A matriz SM é armazenada em disco. 
NOTA: A sub-rotina CICVA é semelhante a esta, havendo diferen-
ça quando a barra tem secção constante pois os valores de 
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8.2.2.l - Explicações sobre o diagrama de 
blocos 
1) São obtidos os valores do número de cargas concentradas, nume 
rode pontos de divisão e intervalo entre secções. 
2) São lidos em disco os valores dos parãmetros geométricos de 
cada secção e em seguida a matriz SM da barra. 
3) Teste para verificar se a secção é constante. 
Em caso afirmativo, IXI.e IYI de cada secçao sa0 os 
do elemento. 
Caso contrário, os valores sao lidos em disco. 
4) São lidos e impressos os valores de P, DE e YP. 
5) Para cada carga concentrada, faz-se uma sequência de opera-
çoes para calcular os AML correspondentes. 
6) Para as secções entre a extremidade esquerda e a carga, obtêm 
se numericamente os valores dos integrandos das expressões 
dos deslocamentos na extremidade direita. 
7) Sub-rotina QSF_ para integração. 
8) Cálculo das ações de engastamento. 
NOTA: A sub-rotina CIRCC é inteiramente análoga a esta, havendo 
diferença para secção constante quando as expressoes dos 
deslocamentos são fornecidas diretamente. As sub-rotinas 
para outros tipos de carga têm a mesma estrutura anterior 
havendo diferença no cálculo dos deslocamentos e dos AML 
quando então são introduzidas as expressões corresponden-
tes a cada caso particular. 
152. 
8.3 - PROGRAMA LINVIC 
~ 
Corno o diagrama de blocos deste programa e semelhan-
te ao do anterior até a formação da matriz global, deixaremos 
de repeti-lo aqui e limitar-nos-emos a comentar as diferenças, 
seguindo o diagrama e a numeração daquele. 
1) Idêntico ao do programa anterior. 
2) Neste caso, é lido aqui o número total de estruturas. 
Para cada estrutura, o programa volta a este ponto 
para ler os cartões ..,seguintes a este até completar o total de 
estruturas. 
NTEST - numero total de estruturas. 
3) Não existe aqui. 
4) Idêntico ao do programa anterior. 
5) Não existe aqui. 
6) Lê-se agora o conjunto de valores M, NJ, NR, NRJ,NJES,E e G. 
Apenas NJES não existe no programa anterior. 
NJES ~ número de juntas com apoios elásticos 
7) Idêntico ao do programa anterior. 
8) são lidos agora as variáveis NCUC e NCUV. 
NCUC -· numero de elementos curvos de secçao constan-
te. 
NCUV - numero de elementos curvos de secçao variável. 
153. 
9) Já que neste programa os elementos devem ser curvos circula-
res e de mesma concavidade, só lemos neste I,INS e NP. 
10) Idêntico ao do programa anterior. 
11) Idêntico ao do~programa anterior. 
12) Não existem os testes com IEL e ICIRC, portanto neste passo 
sao sempre lidos os valores~ de RA. 
13) Idêntico ao do programa anterior, porém nao existe o teste 
com ICIRC, restando uma Única opção para o cálculo de BT e 
BF. 
14) Idêntico ao do programa anterior. 
15) Idêntico ao do programa anterior, porém nao existe o teste 
com IEL. 
A matriz S nao é armazenada em banda e em cada no es 
tá montada em relação a um sistema de eixos diferente. 
16) Este passo não existe neste programa. 
Aqui aparece um teste para verificar a existência de 
nos com apoios elásticos. 
Em caso afirmativo, para cada nó nestes condições lê 
se, o número do nó e o valor do coeficiente de rigidez do apoio 
elástico em cada direção. 
É importante saber que em cada nó estas direçgês sao 
aquelas associadas, respectivamente, à torção, à flexão e ~u ao 
cortante na secção vizinha ao nó. 
Em seguida, é chamada a sub-rotina que inverte a ma-
triz S. 
154. 
17) Todos os passos a partir deste nao existem neste programa. 
Nesta altura, lemos o Índice INDIN para informar se 
chamaremos a sub-rotina que calcula linhas de influência de es-
truturas com barras de secção constante ou com barras de secçao 
variável. 
INDIN = 1 - estrutura em barras de secçao constante 
INDIN =-1 - estrutura em barras de secçao variável. 
Chamada qualquer uma das sub-rotinas, lemos a variá-
vel inteira ISIM para informar se a estrutura é simétrica. 
ISIM = 1 - estrutura simétrica 
ISIM = -1 - estrutura não simétrica. 
8.4 - SUB-ROTINAS 
1) 
2) 
8.4.1 - Sub-rotina CLINA 
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8.4.1.1 - Explicações sobre o diagrama 
de blocos 
1) Lê-se o Índice para indicar a simetria. 
2) Inicia-se um controle iterativo percorrendo os elementos e 
para cada um deles lê-se no disco o SM correspondente. 
3) Percorremos as ll(onze) posições do vão com a carga unitá-
Para cada posição, calculamos os deslocamentos ,~ na 
extremidade direita e os AML. 
Em seguida, obtemos as açoes equivalentes e as açoes 
combinadas nos nós, ficando,pois, em condições de calcular os 
deslocamentos na estrutura e as reações de apoio, usando a in-
versa da matriz S. 
4) Percorremos novamente os elementos, em cada um deles lendo o 
SMR correspondente no disco e calculando os AM da extremida-
de direita para aquela posição da carga. 
5) Armazenamos nos vetores de linhas de influência os valores 
anteriores. 
6) As linhas de influência dos apoios sao armazenadas em disco. 
7) São impressas as reações de apoio. 
8) Fazemos novo controle iterativo sobre os elementos para cal-
cular, por vão, as linhas de influência das secções interme-
diárias. 
9) Para cada secçao intermediária, sao calculados os parâmetros 
159. 
geométricos. 
10) Em cada elemento, simulamos cada posição de carga e para c~ 
da posição percorremos todas as secçoes, testanto, em cada 
caso, a situação relativa, a fim de calcular as linhas de influ 
ência da secção em função daquelas da extremidade direita. 
11) São impressos por vao os valores das linhas de influência 
das secções intermediárias. 
NOTA: A sub-rotina CLINV é inteiramente análoga a esta, dife-
rindo no cálculo dos deslocamentos na extremidade direi-
ta para cada posição da carga. 
161. 
CAPITULO IX 
EXEMPLOS DE APLICAÇÃO PRÁTICA 
9.1 - INTRODUÇÃO 
Neste capítulo, escolhemos alguns tipos de estruturas 
~ . . -de uso corrente e fizemos aplicaçoes dos dois programas desenvol 
vides neste trabalho, conforme o caso. 
Assim, nos tres Últimos exemplos, as estruturas sao 
analisadas para carregamentos diversos e no primeiro caso sao 
calculadas as linhas de influência para a ponte indicada. 
-Um fato que merece aqui ser discutido e o da aplicab~ 
lidade do programa a estruturas com elementos de secçao transver 
sal vazada, como no primeiro exemplo, que constitue uma solução 
aproximada, já que ainda não se dispõe de uma maneira eficiente, 
economicamente viável, de resolver o problema a partir da solu -
ção exata, para o caso da carga móvel. 
A diferença de comportamento destas estruturas para 
162. 
as de secçao transversal cheia está ligada ao efeito da torção, 
que e diferente nos dois casos. 
Enquanto nas peças de secçao cheia considera-se, já 
com certa aproximação, que a torção dá origem unicamente a ten 
sões no plano da secção, nas peças de secção vazada, de paredes 
delgadas, a torção dá origem a tensões longitudinais, com o ap~ 
recimento do Bimomento como mais um esforço seccional, exigindo 
a consideração das propriedades sectoriais-da secção. 
Esperamos que a presente solução do problema, ainda 
muito usada por projetistas, possa em breve ser comparada com a 
obtida da solução exata do problema e com um programa que tam-
bém tenha viabilidade de aplicação prática. 
Finalmente, todos os elementos referentes as diver -
sas estruturas podem ser encontrados na listagem dos resultados. 
163. 








9.3 - ESTRUTURA 2. GRELHA DE EDIFÍCIO CILÍNDRICO 
165. 
9.4 - ESTRUTURA 3. PASSARELA COM REVERSÃO DE CONCAVIDADE 
3 
166. 







9.6 - CONCLUSÕES 
No decorrer deste trabalho, tivemos nossa atenção vol 
tada especialmente para os resultados das integrações numéricas 
efetuadas no computador, investigando a respeito de sua inevitá-
vel aplicação futura a outros tipos de problemas envolvendo bar-
ras com eixo curvo reversas e de secção variável. 
Neste sentido, tiveram um valor acentuado todas as in 
tegrações que resolvemos desenvolver explicitamente para o caso 
de barras circulares de secção constante, para as quais fizemos 
muitos testes comparativos utilizando, ao mesmo tempo, a integr~ 
ção numérica. 
Constatamos nos diversos casos que os valores das in-
tegrais que fornecem coeficientes de flexibilidade ou deslocamen 
tos na extremidade direita da barra, para diversos tipos de car 
regamento, sempre coincidiram, no mínimo, em quatro casas deci 
mais, usando trinta e nove pontos de divisão, o que nos parece 
resultado bastante satisfatório. 
Outro aspecto interessante que evidencia a importân -
eia de realizar as integrações manualmente nos casos em que a 
curvatura e a variação de inércia permitirem é que em testes que 
fizemos para estruturas pequenas, com tres ou quatro elementos , 
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o tempo que obtivemos fornecendo os resultados de todas as in-
tegrais explicitamente caiu para um terço do obtido com as in-
tegrações no computador. 
Com relação à aplicação deste trabalho ao caso de vi 
gas curvas, como no programa LINVIC, queremos acrescentar que a 
idéia, seguida aqui, de montar as equações globais em relação a 
vários sistemas de eixos, resolveu com extrema facilidade o pr~ 
blema de apoios inclinados, ao mesmo tempo em que foram mínimas 
as mudanças em relação ao programa geral de Gere e Weaver. 
Acreditamos ser ainda possível acrescentar um melho-
ramento no tratamento deste problema, a partir daquela idéia, o 
qual consistiria em obter ações e deslocamentos locais no ele -
mento nas próprias direções do sistema de eixos da secção ~cor-
respondente a cada extremidade, com o que se dispensaria a ma-
triz de rotação, ao mesmo tempo em que muitas expressões deduzi 
das aqui deveriam resultar bem mais compactas. 
A idéia, que neste tipo de problema já modificou o 
conceito de sistema global, com esta nova orientação também mu-
daria a função do sistema local. 
Finalmente, a técnica aqui utilizada para calcular 
linhas de influência, em que optamos pela inversão da matriz 
global e evitamos ao máximo utilizar a memória auxiliar, condu-
169. 
ziu a uma eficiência acima da expectativa. 
O tempo de processamento pode ser visto na listagem 
dos resultados. 
170. 
9.7 - MANUAL DE ENTRADA DO PROGRAMA GEVAC 
t,/'? de cartões VARIÁVEIS Formato 
l NEST IS 
3 Comentários 55 colunas 
l NLS IS 
l M,NJ,NR,NRJ,E,G 4I5,2FlQÇQ 
NJ J,X, y I3,2Fl0.2 
l KRC,KCUC, KCUV 6Ill 
l<CUC+KCUV I,INS,IEL,NP,ICIRC,ICONC 6Ill 
M I,JJ,JK,IX,IY 3I5,2Fl5.0 
2NP IXI(NP valores), 
8Fl0.6 -8-
IYI(NP valores) 
M RA 8Fl0.6 
2NP YM(NP valores), 8Fl0.6 -8-
FI(NP valores) 
NRJ J, LRl, LR2 , LR3 4Il0 
l NNOC ,NREC ,NCUC 3I5 
NNOC J ,Al,A2 ,A3 I3,3Fl0.3 
NREC I,ISU,NCC,NCD 6I5 
NCUC I,ISU,NCC,NCD,NDP,NCM 6I5 
l AML1 até AML 6 6Fl0.0 
NCC P,DE, YP 3Fl0.0 
NCD Q Fl0.0 
NDP Q,DE,DQ, ou Q,FIE,FID 3Fl0.0 
NCM MT Fl0.0 
171. 
9.8 - MANUAL DE ENTRADA DO PROGRAMA LINVIC 
~9 de cartões VARIÁVEIS FoI'lllato 
1 NTEST 15 
3 Comentários 55 colunas 
1 M,NJ,NR,NRJ,NJES,E,G 5IS,2Fl0.0 
NJ J, X, y I3,2Fl0.2 
1 NCUC, NCUV 5111 
M I, INS, NP 5111 
M I,JJ,JK,IX,IY 3IS,2Fl5.0 
2NP IXI (NP valores), 8Fl0.6 -8- IYI (NP valores) 
M RA 8Fl0.6 
NRJ J,LRl, LR2, LR3 4110 
NJES K,RIGl, RIG2, RIG3 IS,3Fl0.0 
1 INDIN 15 
1 !SIM 110 
9.9 - LISTAGEM DOS PROGRAMAS 
// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*DNE WORD INTEGERS 
*IOCS(2501READER,1403PRINTERl 
17 3. 
//PATROLL JOB (8004,71170223l,MSGLEVEL=12,0l,TIME=20,CLASS=H 
//STEPZO EXEC PGM=IEHPROGM 
//SYSPRINT DO SYSOUT=A 





//STEPl EXEC FORTGCL 
//SYSIN DO* 
SUBROUTINE HELFE(A,N) 
DIMENSION A( 3, 3) ,G( 31,H( 3) 
e --------------------------------------------------------------





A ( 1, l l = 1. O/ A ( 1, ll 
D O 11 O M= 1 , NN 
K=M+l 
DO 60 I=l,M 
G( I )=O.O 
DO 60 J=l,M 
60 G(ll=G(IJ+A(I,Jl*AIJ,Kl 
D=O.O 




DO 80 I=l,M 
80 AII,Kl=-G(Il*A{K,K) 
DO 90 J=l,M 
H(Jl=O.O 
DO 90 I=l,M 
90 H(J)=H(Jl+A(K.,Il*A( I,J) 
DO 100 J=l,M 
100 AlK,Jl=-H(Jl*A(K,K) 
DO 110 I=l,M 
DO 110 J=l,M 
110 A( J.,J)=A!I,J)-G( I l*AIK,J) 
RETURN 
END 
//LKED.SYSLMOD DO DSNAME=VICUR(HELFEl,DISP=NEW,UNIT=2314, 
// VDL=SER=LIX001,SPACE=(l024,(40,10,10ll,LABEL=RETPD=30 
174. 
























C INTEGRATION LOOP 


















C END OF INTEGRATION LOOP 
7 IF(NOIM-3)12,11,8 



























//LKED.SYSLMOD DD OSNAME=VICUR(QSFJ,DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
176. 
//STEP3 EXEC FORTGCL 
//SYSIN DD * 
SUBROUTINE RETCD(NCO,L,I,AMLl 
c ------------------------------------------------------------------
c SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS RETAS 










DO 1.0 J=l,NCDI 
DO C J) = l( I )-OE ( J )-DQ ( J ) 









































SUB-ROTINA PARA DECOMPOR A PARTE SUPERIOR DA MATRIZ S FORNECENDO A 
MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR QUE MULTIPLICADA PELA TRANSPOSTA FORNE-





FORMAT(//lOX,'LARGURA DE BANDA NEGATIVA OU NULA'! 
CALL EXIT 


























//LKED.SYSLMOD DO OSNAME=VICUR(OBAND),DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
178. 




c SUB-ROT[NA PARA RESOLVER UM SISTEMA DE EQUACOES NXN DE COEFICIENTES 




00 50 I=l,N 
J=I-LB+l 





16 DO 51 K=J,Kl 
I K= I-K+ 1 
51 SUM=SUM-UIK,IKl*X(K) 
17 X( I l=SUM*UI I, 1) 
50 CONTINUE 
DO 52 Il=l,N 
l=N-Il+l 
J=I+LB-1 












//LKED.SYSLMOD DD DSNAME=VICUR(LOSENl,DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 





REAL l( 15 O ) , IX ( 150 ) , I Y ( 15 O 1 , IX I ( 511 , I Y I ( 5 ll 
DIMENSION INS(l501,NP(l50l,Zll5ll,Z2(51l,Z3(511,Z4(51l,Z5(511,Z6(5 
lll,YM(511,Fl(511,FM(3,3J,SM(6,6),ZA1(51),ZA2(51),ZA3(51J,ZA4(511,Z 
2A5(511,ZA6(511 ,BT(51l,BFl511,ICONC( 150l,XMl5ll . 
e ------------------------------------------------------------------
e SUB-ROTINA PARA OBTER A MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS CURVOS COM 






DO 10 K=l,NPI 
KK=K-1 
10 XMIK)=KK*H 
IF(INS( II )15,25,15 








































00 40 J=4,6 
J3=J-3 


















DO 50 J=l,6 
DO 50 K=l,J 
50 SMtK,JJ=SMtJ,K) 
WRITE( 13' I JSM 
RETURN 
END 
//LKEO.SYSLMOO DO OSNAME=VICUR(CUCVAJ,DISP=OLD,UNIT=Z314, 
li VOL=SER=LIXOOl 





c SUB-ROTINA PARA OBTER A MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS RETOS COM 





DO 10 J=l,6 
DO 10 K=l,J 
10 SM(J,Kl=O. 
SM( 1, ll=G*IX( I l/L( l l 
SM(2,2)=4*E*IY(Il/llIJ 
SM(3,2l=-6*E*IY( I )/(L( I l**2l 
SM(3,3)=12*E*IYI I )/(L( l l**3l 
SM(4,ll=-G*IX( Il/L( Il 








DO 20 J=l,6 
DO 20 K=l,J 
20 SM(K,Jl=SM(J,Kl 




//LKED.SYSLMOD DO DSNAME=VICUR(RETCT),DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LlXOOl 
182. 
//STEP8 EXEC FORTGCL 
//SYSIN DD * 
SUBROUTINE CURCD(L,I,E,G,IX,IY,IXI,IYI,YM,FI,NP,INS,SM,NCD,AML,BT, 
l BF, ICONC) 






e SUB-ROTINA PARA OBTER AS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS 



















DO 100 J=l,NCDI 
DO 5 K=l,NPI 
Kl=K-1 
5 XM(Kl=Kl*H 
DO 60 LL=l,NPI 
















































DO 90 KI=4,6 
AMLJ(KI)=O. 




AML ( I, 31 =AML ( I, 3 l +OT 2 ( 1 )-AML J ( 6) 
AMLII,4l=AML(I,4)+AMLJl4) 
AMLII,5l=AML(l,5l+AMLJ(5l 




//LKED.SYSLMOD DD DSNAME=VICURICURCDl,DISP=OLD,UNIT=Z314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
184. 








3LJ 16 l, ICONC ( 150) ,RA( 150 l 
c ------------------------------------------------------------------
c SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS 
C CIRCULARES DE SECCAO CONSTANTE OU VARIAVEL COM CARGA DISTRIBUIDA 
C TOTAL 
c ------------------------------------------------------------------
NCDI=NCD< I 1 
NPI=NP(Il 
H= L ( I l / ( NP I - ll 






DO 5 K=l,NPI 
Kl=K-1 
5 XM(K)=Kl*H 
DO 100 J=l,NCDI 
IF(INS(Ill15,25,15 
25 IXK=IX(I) 








XG2( ll=.5*L< IJ 
YG2(l)=RAI/FIT*(2*SINC.5*FITl-FIT*COSl.5*FIT)J 
DL(4l=CQ(J)*RAI**3/(G*IXKl-Q(JJ*RAI**3/IE*IYKll*((.5*FIT-.5*SIN(FI 
lT) l*SIN(.S*FITl l 
DL(5l=Q(Jl*RAI**3*(2*SIN(.5*FIT)-(.5*FIT-.5*SIN(FlTJl*COS(.5*FITl-
lFIT*COS(.5*FIT))/(G*IXKl+Q(J)*RAI**3*(2*SINl.5*FITl-(.5*FIT+.5*SIN 
l(FITl l*COSC.S*FITI )/IE*IYKl 
DL(6J=-Q(J)*RAI**4*C.5*FIT**Z-FlT*SIN(FIT)+.5*SIN(FITl**2l/lG*IXKl 
1-Q(Jl*RAI**4*12*SINl.5*FIT>**2-.5*SINCFIT)**2l/(E*IYK) 






DO 60 LL=l,NPI 






DO 70 K=LL,NPI 

























DO 80 K=l,NPI 
ZS21Kl=QT2(K)*BTQ2(KJ/(G*IXl(Kll-QT21Kl*BFQ21Kl*SIN(FI(K)J/(E*IYI( 
lKl*COS(Fl(KJ l l 
ZX2(Kl=QT2(Kl*BTQ21Kl*SINIFI(Kll/lG*IXl(Kl*COS(FI(K))}+QT2(K)*BFQ2 
1 (Kl/(E*IYI (Kl l 
ZY2(K)=-QT2(Kl*BTQ2(Kl*BTIK)/(G*IXl(K)*COSIFl(K)ll-QT2(K)*BFQ21K)* 






DLI 5 l=ZX ( NPI l 
DLl6)=ZY( NPI l 
IF( ICONC( 1) )28,29,29 • 
I* 
28 DL(4J=-DL!4l 
DL (5 l=-DL! 5) 
DL!6l=-Dl(6l 
29 CONTINUE 
20 00 90 KI=4,6 
AMLJ(KI J=O. 
DO 90 KJ=4,6 
90 AMLJ(KIJ=AMLJ(Kll+SMIKI,KJl*(-DllKJll 
AML(I,ll=AML(I,ll+QT2(ll*YG2(1J-AMLJ(41 












//STEPlO EXEC FORTGCL 








e SUB-ROTINA PARA OBTER A MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS CURVOS CIR-
C CULARES COM SECCAO CONSTANTE OU VARIAVEL 
e ------------------------------------------------------------------
NPI=NP<r> 
H= LI I ) / ( NP I -1 l 






F= S QR T C R AI **2- ( ( • 5*L ( I ) l ** 2 l ) 
T=.5*LI I l/F 
FIT=2.*ATANCTl 
FM(l,ll=RAI*(.5*FIT+.5*(SIN!FITlll/(G*IXKl+RAl*l.5*FIT-.S*CSIN(FIT 











11 N C F I T ) l * ( C OS ( • 5 *F I T ) * *2 l l / C E* I YK l 










































DO 30 J=4,6 
J3=J-3 


















DO 40 J=l,6 







//LKEO.SYSLMOD DO DSNAME=VICURICICVAl,DISP=OLD,UNIT=231'4, 
// VOL=SER=LIXOOl 
//STEPll EXEC FORTGCL 










c SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS 
C CIRCULARES DE SECCAO CONSTANTE OU VARIAVEL COM CARGA CONCENTRADA 
c ------------------------------------------------------------------
NCCI=NCC<IJ 
RAI=RAI I l 
NP!=NP(l) 








DO 60 J=l,NCCI 
I F [ INS ( I l l 15, 25, 15 
25 IXK=IX(Il 
IYK=IY(Il 


























































OU 5 1 = Z 5 ( NP I l 
Dll6l=Z61NPIJ 
IF( ICONC( I l )38,39,39 
38 Dl(41=-Dl(4J 
Dll 5 l=-Dll 51 
DL(6l=-DL(6) 
39 CONTINUE 
20 DO 50 KI=4,6 
AMLJIKil=O. 
















//STEP12 EXEC FORTGCL 










c SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS 




H=ll I )/ (NPI-1) 




25 DO 10 K=l,NPI 
IXI{Kl=IX( I) 
10 IYI{Kl=JY( I J 




WR J TE ( 5, 2 l ( Q ( J), OE ( J) ., DQ ( J), J= 1, NDP I) 
2 FORMAT(//10X,3Fl5.3l 
DO 100 J=l,NDPI 







T G F I ( K) =SI N ( F I ( K l l / C OS ( F I ( K l J 









DO 30 LL=KK,KP 
KL=LL-1 
DO 40 K=l,KL 
ZS 1 ( K )=D. 
ZXl(K)=O. 
40 ZYllK)=O. 
DO 50 K=LL,KP 















































IF ( ICONC( I) > 36, 37, 37 
36 S(JJ=-S!J) 
QT ( J) =Q ( J l *S ( J l 
37 CONTINUE 


























DO 90 KI=4,6 
AMLJ(Kl )=O. 











• //LKED.SYSLMOD DO DSNAME=VICURICURDPl,DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
//STEP13 EXEC FORTGCL 




e SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS RETAS 




















//LKEO.SYSLMOD 00 OSNAME=VICUR(RETCCl,OISP=OLO,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
198. 
//STEP14 EXEC FORTGCL 









c SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS 









25 DO 10 K=l,NPI 
IXI (Kl=IX( I l 










































Dll 5 J =-DL ( 5 J 
0L(6)=-0l(6) 
27 CONTINUE 
DO 50 KI=4,6 
AMLJ(KIJ=O. 











//LKED.SYSLMDD DO DSNAME=VICUR(CURCCJ,DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
200. 
//STEP15 EXEC FORTGCL 




DIMENSION YM( 5ll ,FI ( 51 l ,NP{ 150), INS{ 150) ,SMC6,6l ,NOP050l ,AML( 150, 
16l,BT(5ll,BF(51l,XM(51l,Q(20l,DEl20l,DQ(20l,ZS1C51J,ZX1(51l,ZY1151 
2l,ZSC51l,ZX{51J,ZYC5ll,Sl51),QTl51l,XGl51),YG(5ll,BTQl51),BFQl51), 
3 DL C 6 l , AML J ( 6 l , I C ONC 1 15 O l , RA C 150 l , FIE 1 2 O J , F I O ( 20 l 
c ------------------------------------------------------------------
e SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS, 














DO 5 K=l,NPI 
Kl=K-1 
5 XMCK)=Kl*H 






F=SQRTI RAl**Z-( C .5*LI I l l**2l l 






























































DO 30 LL=KK,KP 
KL=LL-1 



















































































IF( !CONC( I l )46,47,47 
46 DL ( 4 l =-DLI 4 l 
OL( 5 )=-OL( 5 l 
DL ( 6) ·=-OLI 61 
47 CONTINUE 
20 DO 90 Kl=4,6 
AMLJ(Kll=O. 




AML! l, 3 l =AMLI l, 3 l +QT ( J l -AMLJ ( 6) 
AML(I,4l=AML(l,4l+AMLJ(4l 
AMLII,5l=AMLII,5l+AMLJ(51 




//LKEO.SYSLMOO DO OSNAME=VICUR(CIROPJ,DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
204. 
//STEP16 EXEC FORTGCL 
//SYSIN DD * 
SUBRDUTINE CURMTIL,I,E,G,IX,IY,IXI,IYI,YM,FI,NP,INS,SM,NCM,BT,BF,A 
lML, ICONCl 
REAL L ( 150 ) ., IX ( 1 50 l , I Y ( 15 O l , IX I( 51) , I Y I ( 5 ll , M TI 2 O l , MH ( 5 ll , MV l 5 ll 
DIMENSION YM(51l,FI(51l,NP(l50l,INS(l501,SM(6,6l,NCM(l50l,BT{51),B 
l F ( 51 l , AML ( 150 • 6 l • l L 4 ( 5 l J , Z L 5 { 51 ) , lL 6 ( 511 , XM ( 51 l , Z 4 { 51 l , l 5 l 51 l , l6 { 5 
211 ,DLl6l,AMLJ(51),ICDNC( 150) 
e ------------------------------------------------------------------
e SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS ACOES DE ENGASTAMENTO EM BARRAS CURVAS 
C DE SECCAO GOSTANTE OU VARIAVEL COM CARGA MOMENTO UNIFORME 
e ------------------------------------------------------------------
NCMI.=NCM< I l 
NPI=NP(Il 
H=L( I J/ (NPI-1 l 
RE AD ( 12 ' I l ( YM ( K l , K= l, N P l ) , (BT ( K J , K = l , N PI l , ( B F ( K) , K = 1 , NP I ) , ( F I { K i , K 
l=l,NPil 
READ(l3'I)SM 
I F ( I NS ( I l l 15, 2 5, 15 









DO 60 J=l,NCMI 





DO 30 K=l,NPI 
lL4(Kl=IMH(K)*COSIFIIKll+MV(Kl*SINIFI(Klll/(G*IXI(Kll-(-MH(Kl*SIN( 
lFI(Kll+MV(Kl*COS(FIIKlll*SIN(FI(Kll/lE*IYIIKl*CDS(FI(Klll 












16 MH( ll=-MH( 1) 
I* 
17 ÇONTINUE 
DO 50 KI=4,6 
AMLJ(Kl J=O. 
DO 50 KJ=4,6 
50 AMLJ(Kll=AMLJ(KIJ+SMIKI,KJl*(-DL(KJJ) 
AMLI I, l l =AML { I, 1)-AMLJ ( 4 )-MH ( ll 
AML(I,2J=AML(I,2l-AMLJ(5) 










//LKEO.SYSLMOO DO DSNAME=VICUR(CURMTl,DISP=OLD,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl 
206. 
//STEP17 EXEC FORTGCL,PARM.FORT='NAME=PATRO', 
// PARM.LKEO='OVLY,XREF,LIST' 
//SYSIN 00 * 
e 
REAL Lll50l,IX(l50J,IY(l50l,IXI(51l,IYI(5ll 
DIMENSION X{90l, Y{90l,INS(l50l,IEL(l50l,NP{l50J,JJ(l50J,JK{l50l, 
1R{l50,9l,YM(51J,XM(5ll,FI{5ll,SM(6,6l,SMRl6,6l,SMD{6,6),LCR(270),L 
2 R ( 2 7 O l , A ( 270 ) , A E ( 2 70 l , AC 1 270 l , D 1 2 70 J , AR ( 2 70) , I C ( 15 O l , I su ( 150 l , NCC l 
3150J,NCD{l50l,AML{l50,6),AMD(6l,AM(6),AMS(l50,6),BT{5ll,BF{51l,ICI 
4RC ( 15 O J , R A l 150 l , F ( 150 l , TI 5 l ) , I C ONC ( 150 l , S { 2 6 7, 48 l , NC M ( 150 l , NDP ( 150 
5) . 
DEFINE FILE 11(150,78,U,Il),12{150,156,U,I2),13{150,36,U,I3),14(15 
10,42,U,I4) 
WRITE l 5 ,90 l 
90 FORMAT{ 1 1 1 ,//28X,64('-'l,///28X,'PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL',26{ 
l'-'l, 1 COPPE/UFRJ 1 ,//28X, 1 JOSE DO PATROCINIO FIGUEIROA',17(•-•J,'PR 
20GRAMA G E V A C1 ,//28X,'CALCULO DE GRELHAS COM ELEMENTOS DE EIXO 
3 CURVO E SECCAO VARIAVEL',///28X,64{ 1 - 1 )) 








80 FORMAT{55H ) 
81 FORMAT l 55H J 
82 FORMAT(55H l 
WRITEl5,96lNEST 













103 FORMAT(////lOX,'CARACTERISTICAS GEOMETRICAS E MODULOS DE ELASTICID 


















COORDENADAS DOS NOS 






PROPRIEDADES OOS ELEMENTOS 
WRITE(5,ll 





3 FORMA T ( / / l O X, ' ELEMENTO' , 5 X, 'J J ' , 5X, ' JK' , 12 X, ' IX ' , 12 X, ' I Y 1 , 12 X, ' L' , 
112x, •ex•, 12x, •cv• 1 








41 DO 52 J=l,NV 
52 REAO(S,2)1,INS(Il,IEL<Il,NP(Il,ICIRC(Il,ICONC(ll 
42 00 53 I=l,M 











CX=XCL/LI I l 
CY=YCL/L(II 
DO 110 K=l,9 
C MATRIZ DE ROTACAO 
e 
110 R( I,Kl=O. 
RCI,ll=CX 
R(I,21=CY 


















F( I l=SQRT(RA( I 1**2-(l! I l/2. l**2l 
IF(ICONCIIJ)2123,2124,2124 
























3000 DO 999 K=l,NPI 
!F( IC!RCI I J )3121,3122,3121 
3122 FI(Kl=Fl(K)/180.*3.14159 





l F I ( K l l l l *SI N ( F IC K) l 
BFCKl=CBT(Kl*COS{FIIKl l-YM(Kl l/SIN(FI(K) l 
GOTO 999 
3121 BT!K)=RA! I l*C 1.-COS( FICK J+Flt 1l l l 
BFCKl=RA(ll*SIN(FI(KJ+FI(ll) 
999 CONTINUE 





9 FORMAT(//10X, 1 ELEMENTOS DE SECCAO VARIAVEL'//lOX, 1 ELEMENT0 1 ,9X, 1 SE 
lCCAO', lOX, 'IX', lOX,' IY' l 










1118 FORMATC//lOX,'ELEMENTOS CURVOS'//10X,'ELEMENT0',9X,'SECCA0',10X,'Y 
1 M' , l OX, ' F I ' l 







C CARACTERISTICAS DOS NOS 
160 WRITE(.5,1110) 
1110 FORMAT(//lOX,'LISTA DE LIGACOES',//lOX, 1 N0•,1ox,•LIGACAO x•,1ox,•L 
lIGACAO Y',lOX,'LlGACAO Z'l 
NJ 3= 3*NJ 












DO 16 J=2,NJ3 
LCR(J)=LCR(J-ll+LR(Jl 
16 CONTINUE 
DO 17 J=l,18 





DO 18 I=l,M 
IF( IEL( I) l 163,164,163 
163 !F(ICIRC(ll)660,660,661 
661 CALL CICVA(L,I,E,G,IXI,IYI,IX,IY,YM,FI,NP,INS,SM,BT,BF,RA,lCONCl 
GOTO 166 
660 CALL CUCVA(L, I,E,G, !XI,IYI,IX,IY,YM,FI,NP,INS,SM,BT,BF,ICONC) 
GOTO 166 
164 IF(INS(I))l66,167,166 
167 CALL RETCT(L,I,E,G,IX,IY,SMI 
166 CONTINUE 
C NUMERACAO DOS DESLOCAMENTOS 
Jl=3*JJ(Il-2 
J2=3*JJ(ll-l 




C CONSTRUCAO DA MATRIZ SMR 
DO 21 K=l,2 







C CONSTRUCAO DA MATRIZ SMO 
00 22 J=l,2 










C CONSTRUCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL 
!F(LR(Jllllll,111,112 
111 ILIN=Jl-LCR(Jll 
S ( 1 LI N, l l = S ( l LI N, 1 l +SM D ( 1, 1 l 
IF(LRIJ2)l113,113,114 



















126 SI ILIN,2)=S( ILIN,2)+SMD(2,3l 
127 IF(LR(K1))128,128,129 
128 ICOL=Kl-LCR(Kll-ILIN+l 











SI ILIN,ll=S( ILIN,ll+SMD(3,3l 
IF(LRIKlll225,225,226 
225 ICOL=Kl-LCR(Kll-ILIN+l 













S ( ILIN, l l=S ( ll IN, 1 J+SMD( 4, 41 
!F(LR(K2})237,237,238 















216 FORMAT(//lOX,'LARGURA OE BANDA INSUFICIENTE') 
CALL EX IT 
247 CONTINUE 
CALL DBANDIN,LB,SJ 




301 FORMAT(//lOX,'CARREGAMENTO N0. 1 ,12,/lOX,18{ 1 = 1 )) 
c 





303 FORMAT(//lOX,'NO. OE NOS CARREGADOS NNOC=',!3,//lOX,'NO. DE ELEMEN 
lTOS RETOS CARREGADOS NREC=',13,//lOX,'NO. DE ELEMENTOS CURVOS CARR 
lEGADOS NCUC=',131 
C CARGAS APLICADAS NOS NOS 
DO 23 1=1,NJ3 






1305 FORMAT(//45X,'CARGAS APLICADAS NOS NOS•,//10X,'N0',10X,'FORCA X',1 
lOX,'FORCA Y'ilOX,'FORCA 2 1 ) 








400 FORMAT(//lOX,'DADOS DO CARREGAMENTO DOS ELEMENTOS') 
172 DO 58 1=1,M 
I C I I l =O 
NCM(Il=O 
NDP(Il=O 




173 DO 59 JC=l,NREC 
59 READ( 8,401 l I, ISU'( I 1,NCC( I) ,NCD( I l 
401 FORMAT(615l 
174 IFINCUC)l76,177,176 
176 DO 61 JD=l,NCUC 
61 READC8,40lll,ISUll),NCC(I),NCD(Il,NDP(Il,NCM(ll 
177 DO 62 I=l,M 
DO 62 J=l,6 
62 AMLII,Jl=O. 
DO 63 I=l,M 









I F ( IEL< I) l 186,189,186 







CALL CIRCD!L~ I,E,G, IX, IY, !XI, IYI,YM,FI,NP,INS,SM,NCD,AML,8T,BF,RA, 
lICONC) 
























710 FORMAT(l/23X, 'MT' l 
















IF( INSI I) )500,501,500 
500 CONTINUE 
GOTO 63 
501 CALL RETCO(NCD,L,I,AMLJ 
63 CONTINUE 
LT=O 
DO 64 I = 1, M 




407 FORMAT(//lOX,'ACOES DE ENGASTAMENTO FORNECIDAS'//lOX,'ELEMENT0',11 
1 X, • AML 1 • , 11 X, • AML 2 • , 11 X, • AML 3 1 , 11 X, • AML 4' , 11 X, 'AML 5 ' , 11 X, ' A ML6' l 
DO 65 I=l,M 
!F( ISU( I l )504,65,504 
504 WRITE( 5,408JI,AMLI I, 1 l,AML( I ,2l ,AML( I ,31 ,AML ( I ,4l ,AMLI I ,5) ,AMLI I ,6 
ll 
65 CONTINUE 
503 DO 28 I=l,M 
JJI=JJ(ll 














C CARGAS COMBINADAS NOS NOS 






C CALCULO DOS DESLOCAMENTOS 
c 













308 FORMAT{//lOX,'DESLOCAMENTOS DOS N0S',//10X,'N0',10X,'DESL x•,1ox;• 
lDESL Y•,1ox,•DESL l') 
DO 34 II=3,NJ3,3 





310 FOR~AT(//lOX,'ACOES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTDS'//lOX,'ELEMENTO 
1',11X,'AML1',11X,•AML2',11X,'AML3',11X,'AML4',l1X,'AML5',11X, 1 AML6 
1 • J 
DO 70 I=l,M 
READ(l4'IISMR,Jl,J2,J3,Kl,K2,K3 








READC12 1 Il(YMIKl,K=l,NPil,(8TCK),K=l,NPI),(BF(Kl,K=l,NPil,(FI(K),K. 
l=l,NPI) 
AMSC I ,1 l=+AMI l l*COSC FI C 1 l l+AM( 2l*SINCFI C l l l 
AMSl I ,2 )=AMC2l*COS( FI{ 1) l-AM( l l*SINCFI C 1 l l 
AMSCI,3l=AM(3l 
AMSII,4)=AMC4)*COSCFilNPll)+AM(5l*SIN(FI(NPil) 
AMS ( I , 5 l =-AM C 41 *SI N ( F I C N P I ) ) + AM ( 5) * C OS ( F I ( NP I l l 
AMSCI,6l=AMl6l 
r.FCLR(Jl) )315,315,316 












311 FORMAT(//lOX,'REACOES DE APDI0 1 //10X,'N0',10X,'RA X1 ,10X,'RA Y',10 
l X, 1 RA Z' ) 
IF(KCUC+KCUVl507,508,507 
507 WRITEC5,409) 
409 FORMATl//lOX,'ACOES NAS SECCOES EXTREMAS DOS ELEMENTOS CURVOS'//10 
1X,'ELEMENT0 1 ,11X, 1 AMS1',11X, 1 AMS2 1 ,llX,'AMS3',11X,•AMS4',llX,'AMS5 
l',11X, 1 AMS6 1 l 
DO 72 I=l,M 
IF(IEL(I))511,72,511 


















//LKEO.SYSLI8 00 OSNAME=SYS1.FORTLI8,0ISP=SHR 
li DO OSN=VICUR,UNIT=2314,VOL=SER=LIX001,DISP=OLO 

























READ( 8, 1 l [SIM 
1 FORMAT(IlOl 
DO 15 I=l,M 
NPI=NP(Il 
H=L { I J / (NPI-ll 
DO 10 II=l,M 




READI 13' 13 lSM 
JJI=JJ(Il 
JKl=JK(Il 
RAI=RA{ I l 
TT=SQRT(RA1**2-(.5*l(Ill**2l 
TT=.5*L! I) /TT 
FIT=2.*ATAN{TT) 
REAO(ll'll(IXI(KJ,K=l,NPIJ,IIYI(KJ,K=l,NPIJ 
DO 15 KA=l,11 



















KP=DE ( KA) /H 
KP=KP+l 
JP=KP+l 



















DLI 6 ) = Z 6 ( NP I l 
00 150 Kl=4,6 
AMLJIKil=O. 






















255 K=N+LCRIJ l 
29 AC(Kl=AE!Jl 
C CALCULO DOS DESLOCAMENTOS 
DO 30 J=l,N 
30 D(Jl=O. 
DO 31 J=l,N 
DO 31 K=l,N 
D(J)=D(Jl+S(J,Kl*AC(Kl 
31 CONTINUE 
C CALCULO DAS REACOES 
Nl=N+l 
DO 1031 K=Nl,NJ3 
AR(Kl=-ACIK) 





























REAO(l4 1 I4)SMR,Jl,J2,J3,Kl,K2,K3 
221. 














DO 16 I = 1, M 















92 FORMAT(//lOX,'REACOES DE APOIO') 




91 FORMATl//lOX,'APOIO POSICOES DA CARGA E ORDENADAS 1 ,//12X,12l 
DO 149 J=l,M 
Ll=(l-11*10+2 
L2=1*10+1 







DO 20 LL=l,MM 
RAI=RA(LL) 
NP l=NP ( Lll 













1 l ,KM=l, IM) 
ILL=ll 
FIT=2*Fllll 
DO 25 1=1,M 





















lFIT+FIIKS l l+YLIQI ILL, !Kl*BT(KSJ+BTP(KS) 









1S l-FI (NPJ) l-YLIQ( !LL, IK l*BF(KS) 
YLIT(KSS,!Kl=YL!T(!LL,!Kl*COS(FJ(KSl-FIINPill-YLIFl!LL,IKl*SIN(.5* 
lFIT+FI(KSJl+YLIQ(ILL,IKl*BT(KS) 













100 FORMAT(//lOX,'MOMENTO FLETDR',/lOX,'SECCAO POSICOES DA CARGA E OR 
1DENADAS',/12X,I2l 
KSS=KS 
DO 37 1=1,M 












10( FORMAT(//lOX,'MOMENTO TORSOR',/10X, 1 SECCAO POSICOES DA CARGA E OR 
1DENADAS',/12X,I2l 
DO 38 I=l,M 









102 FORMATl//lOX,'FORCA CORTANTE•,/lOX,'SECCAO POSICDES DA CARGA E OR 
1DENAOAS',/12X,I2l 
DO 39 l=l,M 
















DIMENSION YM(51l,FI(51J,SM(6,6l,BT(51J,BF(5ll ,R(20,9l,RA(20l,LR(63 
1 ) , L C R ( 63) , SMR ( 6, 6 l , J J ( 2 O ) ., J K ( 20) , A E ( 63 ) , AC ( 6 3) , AR { 6 3 l , AMO ( 6 l , AM ( 6) 





1 FORMAT( J.10) 
DO 15 l=l,M 
NPI=NPl!l 
DO 10 I l=l,M 









TT=.5*l( I l/TT 
FIT=Z.*ATAN(TT) 
IXK=IX(ll 
IYK=IY( I l 























00 35 KI=4,6 
AMLJ(Kll=O. 


















DO 29 J=l,NJ3 
IF(LR(Jll255,256,255 
256 K=J-LCRIJ) 
GO TO 29 
255 K=N+LCRIJl 
29 AC{K)=AE(Jl 
C CALCULO DOS DESLOCAMENTOS 
DO 30 J=l,N 
30 D(Jl=O. 
DO 31 J= 1, N 
DO 31 K=l,N 
D{Jl=D(Jl+S(J,Kl*AC(K) 
31 CONTINUE 
C CALCULO DAS REACOES 
Nl=N+l 
00 1031 K=Nl,NJ3 
AR(Kl=-AC(Kl 




















GO TO 33 
268 AR(KE)=-RIGIKE)*O!KE) 
33 CONTINUE 























DO 16 I = 1, M 












48 MM=(M+l l/2 
KSR=KSR/2 
47 KS I= 11 
WRITE(5,92l 
92 FORMAT(//lOX,'REACOES OE APOIO') 
00 90 K=l,KSR 
WRITE(5,9l)K 
91 FORMAT(//lOX,'APOIO POSICOES DA CARGA E OROENAOAS',//12X,I2l 











00 20 Ll=l,MM 
RAI=RACLL) 









B F ( K) = R AI *SI N ( F I ( K J + F I( 1 l l 
BT ( K ) = RA I * ( 1. -CDS ( F I ( K ) +F I 1 1 l l l 
11 CONTINUE 
READ(lS'LLl!YLIF(ll,KMl,KM=l,IMl,!YLIT(ll,KMJ,KM=l,IMJ,tYLIQlll,KM 
1 l , KM= 1 , IM) 
ILL=ll 
FIT=2*FI(l) 
DO 25 !=1,M 
DO 25 KA=l,11 
IK=( 1-l>*lO+KA 
1 F ( I - l l 41, 41, 42 
42 IF(KA-1)41,25,41 
41 DO 25 KS=l,10 
KSS=KS 







1S1-Fl (NPil l-YLIQ( ILL,IKl*BFCKS)-BFP(KS) 
YLIT(KSS,IKl=YLIT(ILL,IKl*COS(FI(KSl-Fl(NPI)l-YLIF(ILL,IKl*SIN(.5* 
lFIT+FIIKSll+YllQIILL,IKl*BTIKS)+BTP(KSl 











lFI T+Fl ( KS l l +YLIQ ( ILL, IK l*BTI KS 1 







DO 26 KS=l,KSI 





100 FORMAT(//lOX,'MOMENTO FLETOR',/lOX,'SECCAO POSICOES DA CARGA E OR 
10E~ADAS',/12X,I2l 
KSS=KS 













101 FORMAT(//lOX,'MOMENTO TORSOR 1 ,/lOX, 1 SECCAO POSICOES DA CARGA E OR 
1DENAOAS',/12X,I2l 







WR 1T E ( 5, 20 1 l ( Y LI T ( KS S, I KK l , I KK= L 1, L 2 l 
38 CONTINUE 
WRITE!5,102lKSK 
102 FORMATl//lOX,'FORCA CORTANTE',/lOX,'SECCAO POSICOES DA CARGA E OR 
1DENAOAS',/12X,I2) 



















DEFINE FILE 11(20,78,U,Il),12(20,156,U,I2l,13(20,36,U,13l,14{20,42 
1,U,!4),15(20,603,U,15) 
WR!TE(S,90) 
90 FORMAT('l',//27X,66('-'l,///27X, 1 PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL',28( 
l'-'l,'COPPE/UFRJ',//27X, 1 JOSE 00 PATROCINIO FIGUEIROA 0 ,17(•-•J,•PR 
2DGRAMA LI N VI C1 ,//27X,'LINHAS DE INFLUENCIA DE VIGAS CURVAS C 







80 FORMAT(55H ) 
81 FORMAT ( 55H ) 
82 FORMAT(55H ) 
WRITE15,96)NEST 










103 FORMAT(////lOX,'CARACTERISTICAS GEOMETRICAS E MOOULOS DE ELASTICIO 
lAOE DA ESTRUTURA',//10X,'M',10X,'N',10X,'NJ',10X,'NR',10X,'NRJ',10 




91 FORMAT(//lOX,'COOROENADAS DOS NOS 1 ,//lOX, 1 N0•,1ox,•x•,1ox,•v•1 






C PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS 
WRITE<5,ll 
2 32. 




3 FORMA T ( / /1 OX, ' ELEMENTO• , 5 X , • J J • , 5 X, • J K' , 12 X, • IX• , 12 X, ' I Y' , 12 X, 'L ' l 
DO 51 I=l,M 
NP(ll=O 
I NS ( I l =O 
51 CONTINUE 
DO 52 J= 1, M 
52 REAOC8,2ll,INS(ll,NPC!l 
DO 53 I=l,M 





















WR IT E ( 11 • I 1 ) ( IX I ( K l , K = 1, N PI ) , ( I Y I ( K l , K= 1 , NP I l 
1125 READ(8,8lRAlll 
H=L<Il/CNPI-11 
F( I l=SQRTIRAC I 1**2-(L{ I) /2. l**2l 
CX=F C I) /RA < I) 
CY=-,5*L(I)/RA(I l 
DO 110 K=l,9 















888 YM(Kl=RA( I l*COS( fl(K) 1-F( I l 
DO 999 K=l,NPI 
BT ( K ) .= RA ( I ) * ( 1. -CDS { F I ( 1 l +F I ( K ) ) l 
BF(K)=RA(l)*SINIFI(l)+FI(Kll 
999 CONTINUE 
I 2= I 
0 233. 





9 FORMAT(//lOX,•ELEMENTOS DE SECCAO VARIAVEL'//10X, 1 ELEMENT0',9X, 1 SE 
1CCA0',10X,'IX',10X,'IY') 
DO 54 I = 1, M 
NPI=NP(l) 
IF( INS( I l l 140, 54,140 
140 Il=I 
READ(ll'Il)(IXl(K),K=l,NPil,(lYI(Kl,K=l,NPI) 




C CARACTER!STICAS 00S NOS 
WRITE(5,1110) 
1110 FORMAT(//lOX,'LlSTA DE LIGACOES',//10X,'N0',10X, 1 LIGACAO X',lOX,'L 
lIGACAO Y',lOX,'LIGACAO Z'l 
NJ3=3*NJ 









2 3 4. 
15 CONTINUE 
LCR( ll=LR( li 
DO 16 J=2,NJ3 
kCR(Jl=LCR(J-ll+LR{Jl 
16 (ONTINUE 
00 17 I=l,NJ3 
00 17 J=l,N 
S(I,Jl=O. 
17 CONTINUE 
00 18 I=l,M 
CALL CICVA(L,I,E,G,IXI,IYI,IX,IY,YM,FI,NP,INS,SM,BT,BF,RA) 
C NUMERACAO DOS DESLOCAMENTOS 
Jl=3*JJ(Il-2 
J2=3*JJ(I)-l 




C CONSTRUCAO DA MATRIZ SMR 
DO 610 K=l,3 
DO 610 J=l,6 
SMR(J,K)=SM(J,ll*R(I,Kl+SMCJ,2l*R(I,K+3l+SMIJ,3l*RII,K+6l 
610 CONTINUE 
DO 615 K=4,6 




C CONSTRUCAO DA MATRIZ SMD 
DO 620 K=l,3 
DO 620 J=l,6 
SMDCK,Jl=SMR(l,Jl*RCI,Kl+SMR(2,Jl*R(I,K+3l+SMR(3,Jl*RII,K+6l 
620 CONTINUE 
00 625 K=4,6 






C RENUMERACAO DOS DESLOCAMENTOS 
IF(LR(Jllllll,111,112 
111 Jl=Jl-LCR(Jll 











































































C INFORMACOES SOBRE APOIOS ELASTICOS 
IF(NJESl635,635,640. 
640 WRITE(S,735) 
735 FORMAT(//lOX,'COEFICIENTES DE RIGIDEZ DOS APOIOS ELASTICOS',//15X, 
l'NO',lOX,'RIG X',lOX,'RIG Y',lOX,'RIG l',l/l 
DO 645 Il=l,NJES 
READ(8,736lK,IX!Jl,J=l,3l 
736 FORMAT(I5,3Fl0.0) 



















232 CALL CL!NAll,E,G, !X,!Y,YM,FI,SM,RT,BF,R,RA,LR,LCR,N,M,NJ3,SMR,JJ,J 
1K,Jl,Ji,J3,Kl,K2,K3,NP,S,RIG) 
GOTO 500 
231 CALL CLINV(L,E,G,IXl,lYl,Fl,SM,9T,BF,R,RA,LR,LCR,N,M,NJ3,SMR,JJ,JK 
l,Jl,J2,J3,Kl,K2,K3,MP,Sl 
500 JF(NT~ST-NESTl270,270,271 
270 CALL EX!T 
ENO 
I* 
//GD.FT05F001 DO svsnuT=J 
//GO.FTllFOOl DO DSN=&&MIN,UNIT=SYSDA,SPACE=(312,{30,ll,RLSEI 
//GO.FTlZFOOl DO OSN=&tGEíl,UNlT=SYSDA,SPACE=(624,(30,ll,RLSEl 
//GO.FT13F001 DO DS4=&&RIG,UN!T=SYSOA,SPACE=(l44,(30,1),RLSEI 
//GO.FT14F001 00 DSN=&&SMR,UNIT=SYSDA,SPACE=(l68,(30,ll,RLSE) 
//GO.FT15F00l DO DSN=&~L!N,UN!T=SYSDA,SPACE=(612,(5,ll,RLSE) 
. --- ·--
PROGRAMA O[ ENGEIJHARIA CIVIL--------------------------COPPE/UFRJ 
JOSE DO PA1RQCINIO FIGUE!ROA-------··-··--·--PROGRAMA G E V AC 
CALCULO D! Gl!tl\.l~S COM fléMEN105 DE EIXO CllRV~ E SECCAO VAR!AVEL 
TESE-~XE~PLO OE APLJC~CAO-
GRfLH~ OE ~OlflC!O ClLJNDRICO 
U!IIDADESo:TONfLAOA-FORCA E I\ElROo;. 





CA~ACTER !Sl lCAS GEOHrTRtCAS E MODllLDS OE ELASTICIDADE llA ESTJ\UTURA 
.. " IJJ "R ~l(J E G '•º 53 25 22 16 2100000. 875000, 
(OIJROLNADt,'S DOS NUS 
"ª X y 1 o.o 7,00 
? o. 77 1, 85 
3 1 • l,t 1 1.41 
4 1- 0;~ o. -, l 
5 2. r. t) o.o 
6 o.o 5. :?S 
7 2.01 4. 95 
8 3. 71 3. 71 
9 <. 85 7 ,OI 
10 5, 25 o.o 
li n.o .q • 5 o 
!? J.2s 7 , ,9 ~i 
l 3 6.0l r,, OI 
1 ,. .7. 85 J. ?'i 
1 5 8 _l,0 o.a 
1 ~ e.o t 1 • 75 
1 7 4,50 10,~f, 
t ~ ~.,1 8. 31 
l 9 t0,86 ,, . 50 
2' 11, 75 o.o 
21 o. o l ".i • ".)ô 
n s. 7<t t3,R& 
?3 10.1,1 10, ~· 
2-~ J.3. ar:, .s.1~ 
25 15.00 o.o 
PROPRIEDADES 005 ELEME~TOS 
·cLEMflJ10 JJ JK IX 
1 t 2 0.000301 
1 2 3 o.ooc-101 
3 3 ,, o. 00•1301 ,, 4 5 o.cr:P,01 
5 6 7 0,000301 
6 7 8 0,000301 
1 8 9 0,000301 
8 9 10 o. Qt)r:,301 
9 l l 12 0,000301 
10 ., "" 13 O,C0030J 
ll 13 1 t, o. ,:,on~o1 
12 14 l 5 0,000,01 
1 3 16 17 Q.OCOJOI 
14 11 l 8 0.000301 
15 18 19 0.000301 
16 19 ?O 0,000JO\ 
17 21 22 o.oco301 
18 22 23 O, 00010 l 
19 23 2 ,, O, oco lOI 
20 24 25 o.ono,01 
21 1 6 0,00IJJOI 
2Z 2 1 0.000301 
23 3 a 0.000301 












o.oa12so 3. 11 s 















































-o d 95 
-0,S,6 
-0.831 
- O. 98 \ 







-0. <JR 1 
1.000 
o.o2't 
0.101 () -,q_, 
"' ...
o 
' . ..,. .,., .. 
25 s !O 0.000301 O, 0012 50 3,250 1.000 o.o 
26 6 11 O. OOr.'1'30 1 ó.0012so 3, 250 o.o l,000 
n 7 12 o. ( Oú3ól 0,00l2GO 3,250 o.383 o .92'• 
28 8 13 {).[\(;0301 0,001~50 3. 250 0.101 0.101 
29 9 ti, 0.0003,l 0,1)0125() 3. 250 0,924 o.~a1 
3r, 10 tS o.c.00301 0,0012!10 3,250 1 ·ººº o.o 
~1 a 16 0.00010! 0.0012.'>l'J 3,250 o.o 1,000 
32 12 l7 o.oorno1 o.nc-L25a 3,250 0,383 'J.92'• 
33 t3 18 O,C0030l O.OOl2!:iU 3,250 0,101 O, 107 
34 14 19 0.00t)301 t?.0012!;0 3,250 O. 924 o • 38 3 
35 l 5 20 0,0GOJ0l 0.0012.50 3. 250 t • O 00 o.o 
,6 16 ?l 0.000101 0.0012~0 3. 2 50 o.o 1.000 
37 t7 22 O.r.!CCHOl 0.00l25fl 3. 250 O ,3R 3 0.924 
38 1A 23 o.oro.Mt 0.0012!•n 3,260 O• 707 0,707 
>9 l? 2.1, 0.001)301 0,0012'•0 3. 250 O. 9 21• 0,383 
t,0 20 25 0.000101 o.no12so 3.250 1.000 o.o 
LI SlA oe LIGACOES 
NO LIGAC/\0 X LIGACAO y 
o l 
~ t o 
6 o l 
10 l o 
11 o l 
12 o o 
1' o o 
(4 o o 
(5 1 o 
1 6 o 1 
20 1 o 
21 o l 
22 o o 
23 o o 
z,. o o 
25 l o 
C~~RfGAttEMTQ NO. 1 
110. OE (L[Mrnfos JZnus CMI\EGADQS NRECo 20 















OtSLOCAMENTOS nos NOS 
NO P~ SL X. 
-0.001679 
2 -0.001<35 

















6 0.000725 º·º -o .00?.814 
7 o.ooossa -o .0002,.s -G.002971 
8 O .000118 -0.000110 -0.003087 
9 O ,0002'15 -0.000868 -O.Q029?l 
10 o.o -0.000725 -0.002814 
11 -o .001251 o.o o.O 
12 -o.001 S 75 o.C00660 o.o 
13 -o.oon;o O. 00 t,30 o.o 
14 -Q.000659 O·ºº tS-15 o.o 
15 o.o 0.001251 o.o 
16 .o.oooaos o .o -0,008321 







23 O ,0042?3 
24 0.002122 
25 o.o 
ACO€ S 1-.iõ .5 OrRé~IO~OES 
EleME~TO A1J1L l 
l o. 7~'", 
2 0.100, 
• 3 . -o.on~ 
L 


































O, l J S4 
-1-4195 • 
.õ.""IU, 





4 -o. 2154 -1.1.s,(.9 -4,02b4 
5 o.ot.qc -0.3165 1, 1941 
6 O .05?', 0. 14 50 1.on2 
l 0.07/,2 0,2037 o.n1 3 
8 0,0627 O .1 2 l4 0,7647 
9 o. 21 51 -t .301:>S 1 ,6981 
10 O, l 98 B -1.43l0 1,7269 
1t 0.182'i" -).5156, 1,7780 
1 2 O, 1(,63 -t.4e$S 1,8069 
13 (),t,99,, -~.25S2 2. 990 6 
14 o. 3r.7\ -1.7745 2 -~:.01 
15 0,4309 -2.2'168 2. 7560 
16 o. 29c,o -1 ,7094 2,3165 
17 O. 9'., 12 -4.4031 5,1ét4 
18 O. 97 1tl -'i.2156 5.159"1 
19 l , ºº S 2 -t,, 1832 ·5,1<8"1 
10 t ,0?.611 -4.2438 5.tl74 
21 o.o -0,8219 2,78H 
22 0,0305 -0,6651 2.,8213 
23 -o·ºººº -0.2258 z..n 14a 
14 .... 0.0305 -0,685l 2.R7l3 ,s o.o -0,8219 2, 18 39 
76 o.o 2,9505 -l .6é02 
27 o. ot eo 3 .-;111 O -2,2305 
?8 -c,.orJCO 3. 4 3 ar; -2.1,t18 
79 -o.ooeo 3.3712 -2.,2?,07 
30 o .o z.9so,; -t .6600 
31 o.o -a.01.:,1 6,-i57S 
32 -0.0393 -9,6350 7,ltfJ77 
33 -0.0000 -10,1976 1,Aq2q 
34 0,0392. -9.6355 1, 1,816 
.35 o.o -8 ·º 335 é,3571 
,'6 o.o 6-6133 :-0,1080 
0,2525 5. 1,839 
0,0626 -0,123S 
0,0762 -0,2637 
0.0551, -O. L1•'•9 
0.0690 0,316? o.,.,, 1 .48'i7 
0,1825 l • 'i 1 :1 e, 
0,19BR l. 4)0 8 
O. 21 51 1 ,3o•;i 
0,2989 1 • 70 R~ 
0 ,/d 10 2. 21,69 
0.3672 l. 7753 
0. 1,992 3. 2!i:l 1• 
1 .o 26 3 t, • 2 '· /, ,. 
l,OOSl ,, • 1 a 3 1 
0,9741 4. 2 J48 
0,9532 4 J,O l 3 
o.o -2,'Jf,4t., 
-o .o-;05 -3.2029 
º·ºººº -3,IA/,2 o. o 305 -3.2030 
o .o -2-9'• 115 
o.o 7,9')05 
-0.0060 9,47_40 







. o.o .Q.076Z . 









1. 3 ! (,O 
2. 7Sf.Z 
2. 'j ".iú 3 
2 .. 9'H>ó 
5. 1 :·,-z 
5. l'nt6 
5. 1•,95 
5. l., t 2. 
º·'·6'-1 













- 1,._"\l 1'1 
-1,?l?A 




37 O ,0·385 8.8628 -O ,9S'B -0.0385 o.~1oq 4.691'\ 
38 -0.0001 9,6\40 -1.191,2 0.0001 0.3403 4.931 7 
30 -o.<H87 8.S.3S -0.9541 0.0387 Q.;\113" ,,.691(, 
40 o.o 6.6)27 -0.207~ o.o 0.076~ 3.94.54 
ACOES HAS s E eco E 5 ~Yl~01AS DOS EL rnE•HOS CURVOS 
ELE'-1'cNTíl AHS 1 A i,,5? AMS3 AMS4 AMSS ,AMS6 
l -0.8123 -s.11211 5.t,'l38 -o. '31 r, 1 l • 3 8 30 -4. 8262 
7 -o. 1 698 -l.li l JS 2.0050 -0.1 ll9 0.0952 - 1 • 33 7 ~ 
3 -0.11:'J -0.09~1 -1 _33·1 1, .... O. l "'JS 1. 1~13s 2.ooso ,, -o .'d lj\ -l .3810 - 1~ .82 '~'• •D,8223 ~ .1, 'l 1 1 5 .4.940 
s o.oor;g -0.3239 1 • 1 9 1, 1 O .f)A S'i -0.1089 O.11:,,,,; 
6 O.Ofl2h O. l) 14 l .0372 0.121,2 -0.2438 o .n1 3 
7 O.l2b2 0.2418 0.9213 0.0826 -0.1311 1.0373 
8 O .Oi,'-c; o. tosa º· 1,.,. 7 o .oor.o Q.)23b. ! . l 939 
9 -o ,'14JR' -1.3?2'• 1 • 6'lA \ -.0.121,1 l,1,8')/:J 1 .A068 
10 -íl. o.e; 1 -1 .ti,.23 l • 72/,q -0,llf,7 1. 5 221 1. 77 7? 
\ \ - a .116 7 -1. s211 1.77ª0 -o, OM \ 1 • ,, 11 L.1 l, 7 Z ·~ 
12 -C.12(,7 -1 ,l1894 \.ROA9 -0.0437 \ .3220 1 .69f\l 
\ 3 -0.1 1,5) -l.2901 2.990/i -0.0 1,03 1 • 11 l, 3 2,3160 
1' O. O 1 '.\9 -\.B121 2.~~·f)J -o.01r1& 2.za·rs 2.7562 
1 5 -0.Cl57 -2.7817 2.75f11'l o.013~ 1. s 1 2s 2.5503 
\6 -0.0 1,03 -1.1·~,,? 2.'165 -0-1451 3-2883 2.9000 
1 7 O ,015'} -t,,SOJ,11 s. \814 0-178& 4.3'11 'i. \ 712 
18 0.1310 _,,.121,b S. 1 S97 o. t(,():;t ~-2988 s. l '--8<1 
1'> O. 1 (,g ~ -t.. 79tlfJ s. 1'•87 O.! l32 4.3239 5 • l 59 5 
20 O. 1187 -11,)625 s.1zr4 0.0162 , .son 5. \ S 12 
R EACO, S ~E A~O!O 
NO RA X 
1 o.o 
z o.o 

































11 o.o ... 1.31z,, 5, 1919 
12 o.o o.o 1.0Z7 1t 
l3 o.o o.o 7 .c,,9G 
l4 o.o O,ô 7,0274 
15 \.3220 o .o 5, l 9t8 
1 6 o.o -3,290l e .o 
! 7 o.o o .o o.o 
1 8 o.o o.o o.o 
19 o.o o.o o.o 
20 3.21383. o.o O,Q 
21 '·º -, .. C.IJ44 7.~501 
22 o.o o .o 
23 o.o o.o 
24 o.o o .o 
,,.502b o.o 
TEMPO= 57.91 scg 
TESE·[XEMPLO OE APL!CACAO-
PASSf\lUlA. C01.\ Rt.VEP.~t.O OF CONCAVIDADE 
u•10,0Es•ra•EL•uA-FORCI E NFTRO* 
t.?-1556 
1 2 • t 11,, I 
LZ,1556 
E S T R U .T U 1l A NO. 3 



















1 1, • l 11 
'( 
1 li. l (, 
7.07 
o.o 

























-O. 70 1 
..., 
VI .... 
US1A CE L 1c.,c0,s 
!H! l lG~r l\O X L !GhCAO y 
1 1 o 
2. o l 
;, l o 























, .1 7 7·1 
• 1 8. 5B '• > 















ACOES NAS S(CCO[ s EXTp,o,is DOS CLE'JENrnS cu~vos 
A"1L4 
18,584" 







"' . u, 
w 
r 
ELE"-IF."'TO A''") l 
1 5.9073 
2 -l.7533 
R(~COfS DE APOIO 
"º R,-, X RA Y 
1 5,907 3 o.o 
2 o.o o·ººº l 
3 -5,9071 o.o 















E S T R U T U R. A NO, 4 















2 l • ,, 1, 
3 'l .nu 
4 fl. "'· 
s lG. 00 
t, 1-1. • !:>'• 
7 r.,.r.() 










- -~. <-,4 
-'", .JO 
-·L ~4 
PRr)PRJEllA!JES DIIS ELFM[NT1lS 
F-l i- "tH, f!J .J.J JK 
1 1 ? 
2 l l 
l 4 
4 '• , 
5 s 6 
' 6 7 7 7 R 























































38 -o .o,,o,.,..6 3.5125Al 
39 -0.00000~ 3.534286 
LISTA OE LIGACOES' 
ti O LIGAC.\0 X L !GACAO y 
l o o 
2 o o 
3 o o 
4 o o 
5 () o 
6 o o 
1 o o 
8 o o 
CAR~F~AMENTO NO, l 
NO, OE NOS CARREG,\OOS rmac• o 
IIO. OE ElEMENlílS RETOS CARREGADOS NREC• O 
tlO. DE ELEMftlTOS CURVOS CARREGADO~ NCuc~ 8 














OfSLrCAKENTOS DOS NOS 





5 O. 1lOUO:J l 
,, 0.01 i\1 t1'J 
7 O,Ol57la 
K 0.01•101 
ACOF.S NAS Hl~EMIOAOCS 






















ELEMENTO A~\L 1 
1 10.1099 
l 1Q.701l'l 
10.7098 ,, 10.70)(} 
'• IU. 70Q'f ,. 10.7(89 
7 l (). 7 J 1) l 
R -10.110 1, 
A COES NAS s;cr.u~s exrr:t. E""" s 005 
ELE~<:tlftl f\ '.1$ l 
1 '.).(J /1? 
? -n.:)'10t 
' 0 • 1Jll'l lt ' -o.oo:i2 5 ~ .l),1f")4' 
6 -0.l)r',()J 
7 n. ,),10 ,, 
" o.n:101 
REACOES UE APOIO 
trn RA X RA Y 
o.o o.o 





-?'1 .tt';it.i, lQ,.l,14·:· 
-7':>. !l'i'•'• lrJ.6'! 1t 1) 
-1:..i15,.'.) l().l,347 
-25.fl551 l•J .63>4 
-25.A557 lQ.&lhO 
ELEMEtHOS CURVOS 
AMS? A .. ~S 3 
-7/.,<)Rl,l 1r~.h\r-,~ 
-21.ci111,1. l<).1,31, 1 
-77.4H~2 }(),.(>Jlj() 
-27.()1]46 l9.63 1+<J 
-27 .9~?0 L'l.634ri 
-77.()FJ4~ t9.f,J3 1,7 

































2.'1 0 •H\t,/ 
2·, .Qíl'.>l 
















l 11 • li \ 11 ~ 
19. f) \'-iíl 
LCJ.(,V,1 
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